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本 书 作 者 W.T.Thomson 是 美国 加 放大 学 机 被 工程 教 择 。 他 
的 第 一 本 教程 «Mechanical Vibrations» 于 1948 年 出 版 ， 以 后 马 
多 次 重印 。1965 年 作者 作 了 较 大 修改 并 DÀ «Vibration Theory 
and Applications?» -BA SER. 1966 Æ a EXE IEXEBEBIMIR. sj 
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这 本 «Theory of Vibration with Applications » 是 作者 在 
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己 比 上 书 增 机 约 20 叶 ， 原 书 的 菇 本 内 容 均 保留 ， 前 对 多 自由 度 系 
统 、 韭 线性 系统 以 及 拉 格 设 日 方程 等 窜 作 了 较 多 的 增补 。 对 现代 
技术 ， 如 电子 数字 桃 的 应 用 等 给 予 了 更 多 的 注意 ， 列 举 了 数字 例 
化 程序 。 作 者 除 注意 理论 的 系统 性 和 完整 性 外 ， 还 特别 注重 工程 
这 用 ， 列 举 了 太 量 例题 和 和 习题， 这些 问 题 多 数 是 从 工程 实践 问题 
中 提炼 概 揪 出 来 的 。 这 好 于 加 深 理 论 的 理解 和 部 练 应 用 起 了 很 好 
的 作用 。 一 些 难度 较 大 的 理论 癌 题 通过 实例 讲解 ， 易 使 学 生 掌 所 
要 领 。 我 们 认为 ， 这 是 一 本 适合 于 大 学 工程 专业 的 较 好 的 振动 理 
LAR B. MEERE. MEASTE ja 
太 章 可 作为 研究 生 使 用 或 大 学 生 高 年 级 选用 。 

我 们 对 原 书 中 发 现 的 错 、 潮 之 杜 虱 已 作 了 了 改正， 一般 均 不 加 
译注 ， 但 没 能 对 全 书 稀 所 有 公式 和 题解 作 全 面 校 订 。 由 于 译 者 水 
平 所 限 ， 时 间 有 很 区 外 。 EXER THM Ak KA y 
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见 ， 在 此 特 致 以 谢意 。 
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对 于 这 村 几乎 全 部 重新 写 过 的 新 教程 ， 作 者 再 次 期 望 尽 力 用 
现在 已 很 平凡 了 的 现代 技术 予以 清楚 地 曾 明 。 在 讨论 单 自 由 度 系 
统 和 二 和 外 由 度 系 统 的 前 五 章 中 ， 原 教程 的 简明 性 被 保持 了 ， 并 期 
望 有 所 改进 。 由 于 数字 计算 机 现在 已 是 一 种 普遍 适 用 的 工具 ， 它 
在 振动 领域 中 了 交 应 用 通过 一 些 简单 从 子 被 引进 。 尽 管 数 字 讨 算 机 
具有 通用 性 ， 但 模 措 计算 负 仍 是 一 种 有 用 的 工 上 其 ， 而 且 在 许多 和 储 
况 下 它 的 适用 性 已 被 充分 证 明 。 前 面 五 童 ( 它 用 简单 的 物理 基础 
处 理 二 目 由 度 系 统 ;) dA p PERRIM GA ABOAPRAERHUATVASESE. Ea 
以 作为 振动 的 第 一 教程 教 半 学 期 或 一 个 学 期 。 

在 第 六 章 中 。 二 各 由 度 系 统 的 概念 被 推广 到 多 日 由 度 系 统 。 
这 一 重 的 重点 是 理论 ， 而 且 展 盎 于 矩阵 代数 学 ， 阿 多 上 月 由 度 的 下 
伸 可 以 清楚 地 被 前 明 。 放 用 些 阵 本 使 所 有 各 尖 坐标 帮 合 的 基础 变 
得 很 消 楚 。 这 里 引进 了 强迫 振动 中 主 振 型 的 一 些 不 寻 涡 级 概念 以 
及 自动 控制 理论 中 常用 的 状态 空间 方法 。 

有 很 多 供 多 自由 上 度 复 以 结 询 振动 分 析 用 的 近似 解 祈 方法 。 第 
AINÉSNYB I JLP R A B HB Iik. "Uu B. ARASA S HARER 
统 今 天 可 用 数字 计算 机 求解 ， 但 是 ， 人 人 还 是 需要 知道 如 何 对 这 
些 问 题 建 立 合 式 以 便 进 行 有 效 诗 算 ， 以 及 詹 道 其 些 可 用 来 对 计算 
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序 ， 但 作为 计算 依据 的 理论 必须 理解 。 这 里 举例 介绍 了 了 Holzer 型 
问题 的 数值 计算 ， 

SAH IELYESEGRÉRIXCg [mL TT IITE RRIAK E. HI 
限 差分 近似 法 解 梁 的 问题 提供 了 用 数字 计算 机 解 这 类 问题 的 筑 

包 会 在 第 九 章 中 的 拉 格 朗 日 方程 再 深 加 深 了 对 先前 阐述 过 的 
动力 系统 的 理解 ， 并 扩大 了 大 们 对 其 它 方面 引信 的 眼界 。 俩 如 ， 
i A a REED E a eA A DI MXASERIUBISISEE. RD 
Js 788 SORTI: 02 38033 RAIAR E E RT RERA BRE HI E 
论 再 次 得 到 合乎 逻辑 的 理解 

第 十 章 讨 论 由 随机 力 或 变 位 激励 的 动力 系统 。 这 样 的 问题 必 
须 从 统计 的 观点 进行 考察 ， 而 上 在 很 多 情况 下 ， 随 机 激励 的 概率 
密度 是 正 态 分 布 的 。 这 里 所 采 取 的 观点 是 ， 绽 出 一 个 随机 记录 ， 
便 可 容易 地 确定 自 相 关 ， 由 此 就 可 算出 频谱 密度 和 均 方 响应 。 对 
数值 运算 ， 数 字 计 算 机 仍然 是 必 不 可 少 的 。 

在 十 一 章 中 ， 非 线性 系统 的 处 理 着 重用 相 平 面 法 避 入 。 当 非 
线性 不 大 时 ， 摄 动 法 或 迭代 法 提供 了 一 种 近 伺 的 解析 方法 。 对 非 
组 性 系统 的 机 器 计算 结果 说 明 ， 它 能 够 完成 这 方 而 工作 。 

从 第 六 章 到 十 一 章 所 叙述 的 学 科 内 容 可 以 适合 作为 振动 的 第 
二 教程 ， 可 被 用 于 研究 生 水 平 学 习 。 


William T, Thomson 
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具有 质量 和 弹性 的 物体 都 能 产生 振动 。 因 此 ， 大 多 数 工 程 机 器 
和 结构 都 经 受 某 种 程度 的 振动 ， 它 们 的 设计 一 般 要 考虑 振 萝 的 
特性 。 

振 萝 系统 可 大 致 上 区 分 为 线性 和 非 线 性 两 种 。 对 线性 系统 ， 
全 加 原理 有 效 ， 而 且 处 理 这 些 问题 的 数学 方法 已 发 展 得 很 成 熟 。 
相反 ， 分 析 非 钱 性 系统 的 数学 方法 并 不 十 分 为 人 们 所 熟悉 ， 而 且 
应 用 困难 。 但 非 线性 系统 的 一 些 知识 还 是 必需 的 ， 办 为 所 有 系统 
当 振 萝 的 振幅 增 大 后 均 况 向 于 非 线性 系统 。 

振动 一 般 分 为 两 类 。 自 由 振动 和 强迫 振动 。 自 由 振动 是 当 没 
有 处 力作 用 时 由 系统 固有 力作 用 下 产生 的 。 系 统 在 自由 振动 下 其 
有 一 个 或 多 个 国有 频率 。 轩 有 频率 是 动力 系统 的 一 个 特性 ， 它 决 
定 于 系统 质量 的 分 配 和 刚度 的 分 配 。 

在 外 力 激励 下 产生 的 振动 称 为 强 追 振动 。 当 激励 是 振荡 性 质 
时 系统 将 被 强制 在 激励 频率 下 振动 。 如 果 油 励 的 频率 与 系统 的 一 
个 轩 有 频率 相同 ， 则 共振 条 件 产生 ， 巨 大 危险 的 振 $5 便 可 能 形 
Ro KBAR, MER, KE, IRAE TY AEAN 
损坏 。 因 此 ， 因 有 频率 的 计算 在 振动 研究 中 是 非常 重要 的 。 

任 条 探 动 系统 由 于 能 量 被 摩擦 或 其 他 阻力 所 消耗 ， 因 而 都 受 
到 某 种 程度 的 阻尼 。 如 果 柄 尼 很 小 ， 则 对 系统 的 国有 频率 的 影响 
很 小 ， 因 此 ， 在 计算 系统 网 有 频率 时 通常 是 以 无 阻尼 系统 为 基础 
的 。 但 另 一 方面 ， 阻 尼 对 限制 共振 振幅 具有 很 大 影响 。 

描述 系统 运动 所 需 的 独立 坐标 数 称 为 系统 的 自由 旗 。 央 此 一 


^- Er B ER UE ZEqBPÉI dB EAE, mAAR AtA B3HE, BI 
三 个 位 置 分 量 和 三 个 表明 位 向 的 前 度 。 一 个 连续 璋 性 体 要 求 有 无 
六 多 的 举 标 米 描 述 它 质点 的 运动 (物体 上 适 一 质点 续 三 个 举 标 )， 
EEEH O AERES ER. BÆ, RSM TF. WIERE 
部 分 可 候 定 是 刚 悼 ， 国 此 ， 系 统 可 作成 为 具 有 有限 个 目 让 度 的 动 
玉 等 效 系 统 。 囊 实 上 ， 音 外 地 有 很 多 振动 问题 可 简化 为 单 自 由 座 
系统 来 娃 理 而 具有 足够 的 准确 度 。 


1.2 ER] 


振 蓝 运动 本 身 可 能 是 有 期 律 的 ， 如 钟 摆 ， 也 表现 为 无 规律 
的 ， 如 地 震 。 当 运动 经 过 得 等 的 了 时间 则 后 工 后 又 重复 出 现 的 运 部 
称 为 周期 适 动 。 重 复 的 时 间 问 隔 KIRSAM CHARS = 
1/7 BAME, WREDA HRA S O 表示 ， 则 任何 周期 运 
动 必须 满足 下 面 关 系 式 ; 

x iiy =x (i-r) 

不 规律 的 运动 ， 它 的 出 现 是 没有 一 定 周 期 的 ， 但 它 可 以 看 作 
是 由 厌 量 的 具有 不 同 频率 前 有 规律 运动 的 总 和 。 这 种 运动 前 性 质 
可 以 时 统计 学 方法 来 描述 。 这 种 特性 将 在 以 后 章节 讨论 。 

局 期 运动 的 景 简单 形式 是 谐 运动 。 它 可 以 用 支 转 在 很 轻 的 弹 
S LB EGER. WA 1.3-1。 如 果 令 质量 南开 它 的 静 焉 位置 
后 再 释放 ， 它 将 作 上 下 振 落 。 在 质量 上 放置 一 光源 ， 则 质量 的 运 
动能 用 一 忆 等 速 运动 的 长 条 形 感 基带 记录 下 来 。 


fj 1.2-1 应 运动 的 记录 
记录 在 胶带 上 的 运动 可 用 下 式 表 示 ; 


Xx = Asin23—- (1,2-1) 


X 半 为 振荡 的 振幅 ， 从 上 质量 的 平衡 位 置 计 起 ，r 为 周期 。 当 = 
TH, inc. 
谐 运动 常用 以 等 速 作 贺 周 运动 的 点 在 直 绥 上 的 投影 表示 ， OM 
图 1.2-2。 EA e 表示 直线 OP 了 的 人 角速度， 位移 包 可 写 后 : 
y = Asino (1,2-2) 


图 1,2-2 谱 运 动 表 为 圆周 上 上 点 的 投影 


o 的 单位 一 般 用 每 秒 弧度 ， 并 称 为 加 频率 。 由 于 经 2 弧度 后 运动 
将 重复 ， 因 此 有 如 下 关系 : 
o= agaf (1,2-3) 
式 中 + AS BRAJER mR, E E a a E 
每 种 次 数 。 
对 于 点 的 圆 局 运动 ， 应 用 堪 轴 : 是 很 方便 的 ， 这 时 令 加 的 学 
AMERRE? s, Z FRA HH B 
ARE: WATARA R E RRA : 
g = Aet! = Acos + tAsing (1,2—4) 
Ho-o 来 代 换 ，z EARN E A E A: 
Re z = Acosaot 
lm z= dsinof 


Eam EP d ILSUE (48 2€ A o 的 谐 运 动 。 这 两 个 运 
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动 可 用 复 矢量 表示 ， 
| z = dg" 
Ze = det? t IJ 
BAL. ARKA. SELLE XB BI E 264808 A. 
Z = Aet te tt = qug! ?! (1.2-5) 


式 中 A ERR, RI RAER S AIAS SH desee 
有 用 的 。 

复 矢 量 的 如、 冬 ， 乘 方 的 运算 规则 见 附 录 4。 把 雍 运 动 表 为 
A BOE. ied RAE. 

谐 运 动 的 速度 和 和 加速度， 可 简单 地 从 方程 03.2-20 的 求 导 
得 到 。 我 们 用 字母 加 加 点 符号 形 示 导数 ， 人 恒 得 ; 


&o—aÀAÀcosoft = odsin(of + 5) (1,2—6) 


x = —0?Àsinat = ot Asin ot -- x) (1,2-7) 


图 1,2-3 isi D E E MAE E m 5mEGB 23) 


由 此 可 知 ， 巡 度 和 加 速度 和 同 祥 是 具有 闻 一 频率 的 谐 运 动 ， 但 相位 
角 比 位 移 分 别 导 前 /2 和 zz， 坟 图 1.2-3。 
考察 方程 (01.2-2) 和 (1,2~7》 便 知 ， 
X= (1,2-8) 
这 说 上 明 ， 在 谐 运 动 中 ， 加 速度 正比 于 位 称 而 指向 原点 。 和 牛顿 第 二 


图 律 指出 ， 训 速度 正比 于 作用 为 ， 因 而 ， 谐 运动 可 认为 是 具有 变 
化 力 为 kx 的 直线 弹簧 系统 的 运动 。 


1.8 谐 分 析 


同时 存在 一 系列 不 同 颇 率 的 振动 是 很 常见 的 。 例 好 ， 小 提 梁 
gx S UR SEE Hd AEG A RGEDUGNEPZ/. 3fee- AP 组 成 的 。 为 一 例子 
是 多 和 让 由 度 自 让 振 勋 系统 ， 在 这 种 振动 中 ， 每 一 看 有 频 雍 的 振动 
惑 份 均 有 。 这 种 振动 形成 复 开 滤 形 ， 并 周期 性 重复 ， 姑 图 1.3-1。 


xQ 


T 


图 1.3-1 复杂 的 同期 运动 


法 国 数学 家 本 ,傅立叶 (1768—18302 JR, repu ED) 
可 表示 为 正 怠 和 余弦 的 级 灼 ， 它 们 是 和 谐 祖 关 和 的。 如 果 % 伍 } 是 膨 
HWA THAHAKA. MA EH ARTAR aH AAA E 


5n 
à 


x (b) + a COSO, t 十 cas ZO. T rrr 


+ sinet + basingoji + erse (1,3-1) 
zb Po = 2x/tT HiH, A Y IE Ma, Men, Fi] DIeoseo,t 或 
sinoti RA G.3-D RARO Aa Sb B NE A T AR 
虚 到 下 列 关 系 ， 


T /2 
| cosnQOb cosmo dt =: A 
-F742 


JT | 0 34 enc pj 
| sinywi sino, di = x 

- rg2 | pu EL = H hf 
| COSHO sinpi dt = 

- t2 | 0 ui gy = # 时 


上 述 运 算 的 结果 ， 方 程 厂 边 除 一 项 四 其 余 各 项 均 为 零 ， 于 是 我 
们 得 : 


maA FF l 

"ME ra » x(f )COS20,1 dt {1.3-2} 
0, 77 , 

Pe = 元 1 xCE»sinsiu, dt (1,3-3) 


现在 我 们 回 到 公式 0.3-1 YARAR Ano K, Ci] 
的 和 可 写成 为 ， 

ACOSHE 十 b, Sino 

= alibt 


cosy @ $+ sinat | 


w^ a.b. v^ ag T 5j 
= C,COS(AO E -— Gyd 


式 中 


En =y Ai tbi ta 加 办。 一 Ds 


这 样 ，c 和 d。( 或 as 和 8 完全 说 明了 周期 波 的 谐 波 组 成 。 

当 把 c。 和 和。 对 所 有 的 频率 no. 画 成 关系 图 时 ， 得 到 了 -一 系列 
fg, 2e, 30, 等 处 出 现 的 离散 的 直线 。 这 种 图 称 之 为 傅 立 
了 叶 波 谱 ， 如 图 1.3-2。 

““ 有 息 前 借助 数字 电子 计算 机 ， 谐 分 析 可 在 很 短 时 间 内 究 成 。 


图 1,.3-2 FA HARIEN r RI (E Sp Ë 


1.4 RER IE i5 S 


—A^- FB dE Ra ERpPOEXE, TATAAS AEN PRU 
称 为 瞬 变 时 间 函 数 。 这 种 函数 不 是 周期 性 的 。 图 1.4—1 表示 典型 
的 声 嵌 压力 振动 ， 它 是 一 个 朋 变 时 间 函 数 。 两 个 物体 相互 磺 撞 时 
的 冲击 力 是 枉 变 曾 数 的 另 一 例子 。 
AP (pst) 
LO 


DIO + {sec} 
-JO 


图 1.4—1 B OYO A-E hj A 2 


YLAR XR ERI Vi i y — TA A A TE, HP THE (1 e 
E, KP RAE IC 23 28 ER ns R E, 


@ J.W. Cooley and J, W., Tukey, “An Algorithm for the Machine Cal- 
culation of Complex Fourier Series, " Mathematics of Computation 1%; 
90 (April 1565), pp.297--361, 

Sec also, —*'Special Issue on Fast Fourier Transrorm".FEEE Trans. on 
Audio & Elecivoatowstics, Vol. AU-t5, No.2 (1987). 


由 于 瞬 变 波 不 是 局 期 的 ， 所 这 人 博 立 时 组 数 的 方法 不 能 应 用 。 
但 是 可 四 博 立时 变换 汪 分 析 它 的 频密 容量 (frequency content) 
《 见 第 10 章 ) 。 
与 周期 函数 的 离散 频谱 相反 ， 几 变 时 间 末 数 的 频 详 是 连续 的 。 


1.5 Bü SLE iS] EF; qu 


AME AIER PI: ETE E99 pL C E RT LOH FIT — 58 $01 238 72 8], 
EHA 以 写 出 数学 表示 式 ， 交 时 可 以 算出 任意 时 间 的 男 数 值 。 但 是 
有 许多 物理 现 梨 则 形成 不 定 的 和 参数， 不 能 在 确定 的 意义 上 预测 它 
的 画 数值 。 作 为 例子 ， 我 们 可 以 举 出 首 啊 发 生 秀 的 输出 ， 海 浪 的 
波 高 ,地震 时 地 沉 运 动 , 在 飞机 改 翔 时 机 可 引起 的 压力 冲击 等 。 这 
些 现象 都 共有 一 个 共同 等 性， 其 在 任意 时 间 交 即时 值 无 法 项 调 。 
这 种 类 型 的 不 确定 参数 称 之 为 随机 时 间 图 数 。 


| 


图 1.5-1  BEBLEN (RI FE EE np in om 


5i 707 R69 BERL DR AR R T 图 1.5-1. AU PEECH EGER 
性 ， 了 但 是 过 程 的 某 种 平 均值 还 是 可 以 对 工程 设计 提供 这 类 参数 的 
粗略 特性 。 这 将 在 第 10 半 详 加 讨论 。 可 简 权 指出， 对 周期 的 和 了 瞻 
变 的 气动， 振幅 的 梳 念 和 频率 的 讨论 是 极端 重要 的 。 对 随机 振 
动 ， 这 些 量 是 用 统计 方法 得 到 的 平均 值 来 表征 的 ， 例 如 均 方 根 肥 
VIZ E BE BEAR, 


1.6 Bx e E 


B iin n EREE A EREE, SOME AUR 
峰值 和 二 均值 。 

尖峰 值 是 指 在 振动 部 侍 中 承受 的 最 大 应 力 ， 它 同 禅 对 要 求 的 
“airea H” (rattle space) iHi B. 

平均 值 指示 稳定 的 或 静止 的 数值 ， 好 象 交流 电 中 直流 部 分 的 
平均 线 。 它 可 以 从 下 列 时 间 积 分 得 到 ， 


I 
z= tim | sdi o (1.6-D 
IT 性 


iin, EW 4sint 的 一 个 完整 局 期 的 平均 值 为 零 ， 而 它 的 学 周 
的 平均 值 为 ， 


A He 


E] 1,6-1  SÉGJLIESA UE AF y i 


位 移 的 平方 一 般 与 振动 能 量 有 关 ， 据 动能 量 用 均 方 值 度量 。 
时 间 画 数 %( 的 均 方 个 本 太极 据 函 数值 的 平方 对 时 间 了 积分 再 兴 
均 求 得 ， 


1 [T E 
w T | * (Fat 
例如 ， 如 果 xftt = dsina， 巾 它 的 均 方 值 为 ， 


— A rT 
x* 三 1m 一 一 一 ca — cos 201) di = A 


Ton Fi {I 


均 方 根 值 (rms) 是 均 方 值 的 开 方 。 对 前 例 ， 振 幅 为 4 的 dE 
RHS TAREN A/V 。 

频谱 ”振荡 运动 的 频率 容量 对 表征 振动 是 很 重要 的 。 对 单一 
的 正 络 波 ， 频 率 容量 可 以 用 在 振动 频率 处 引出 的 长 度 等 于 振幅 的 
直线 表示 。 

对 周期 运动 ， 频 谱 是 由 -一 系列 直线 组 成 ， 这 些 直线 册 现 在 由 
它 的 傅立叶 级 数 确定 的 与 革 频 成 整数 倍 的 频率 处 。 如 图 1.6-2 所 
示 ， 在 与 基 震 相关 的 每 一 分 量 的 相位 也 可 表 为 完全 的 图 象 。 


Cn 


LE 


— JA "LEN HE SEROGHR GE e È 
PIN ES EL Eg T -— a 
G-L LRL LL WE PECES Hs PAR EE uma NL 


dem wm mr — € a -— YD 


Ws 
F9 1,6-2 


瞬 变 运动 尽管 时 间 有 限制 ， 但 仍 本 看 成 是 无 时 周期 的 周期 运 
zh, MEHARRA AMATER, kr —2nz/o-ooz 
co,—0, MAA iE LETS arg XLÍDLT ESE H R, 

随机 时 间 函 数 是 韭 周期 的 ， 它 的 频谱 宁 用 傅立叶 积分 方法 确 
是 而 不 用 情 立 时 级 数 硼 定 。 这 个 课 巾 将 在 第 10 草 处 理 。 甩 前 我 丰 
只 手 出 ， 它 的 频谱 是 它 的 均 方 密度 相对 于 不 同 频 窑 而 画 的 ， 如 图 
1.6~3。 这 种 曲线 是 连续 的 ， 它 再 以 用 专门 设计 的 电子 仪器 来 测 


È 
Eo DEPLETE RS E dU T de RE Ya Bde ESTER. 


siti] 


E 1.,6-3 BB HL TR) ERE EARS iE 


可 题 


1-1  —iE3m:3. dE8 290.205: JM HADuO.15 fb. 3E ht AE EA DD XE HE. 

1-2  —JAdUxE HE TE ditm tb e dg i dx T 32] PARAR ARMEES ck nh 
RS e Re 

1-3  — is sh. MARA h RAEE 080 decGp/Rb. RRA. dub B 
FRA An di HE o 

1-4 3X: pke AH ja] fL 388 56853 2500 B0) ET BP n S REIS HErhHe Mh TIRS 
FAMERANA, 

1-5 WPRPU +H NE RE SEOESA de'?, 

1-8 把 两 个 复数 (2430, -0D 相 加 并 宕 为 A-—0BIÉX. 

j-7  RkEHJ-— T Rc d Hj c Be ue prz RE, 

1-8 cKWI AX Bt 5e' niet T MARGS REX Abt t 5T ED EE 
EJA df o 

1-8 RE P.1-90 zx 4B 3E UE PIA. o e a EL 


E] P,1-8 


TZ 


1-16 A03 1-985955 EE OS ISO SR EE EE /2. SRCHL Er E ERUNT 
1-11 求 图 王 .1-11 所 示 的 三 角形 波 的 傅立叶 级 数 。 


xir} 


Ej P.1-11 


1-12 SR PHP. 1-12 Brom dg SR ULT UC IPLE SEL DECRE o 


xit 


图 P,1-12 


1-18 R ER WE 1E 25 3 0 09] 39 75 38. f. 

1-14 fk HEUTE 7; 1g EXE de nRa h A RE XE E 1-12 [yo WS BpCE Ek By Nj 
Jf fü. 

1-15 画 出 题 1-11 的 三 角形 被 的 频谱 。 

1-18 3E EIP., 1-16 Br os B BTE PP Hg E BE B en ERCCRT E TE 


[1 P.1-16 


1-17 S HEP. 1-17 Bro IB BE EXE TEDLTU) s 的 方程 式 ， JPCR VE DX nx OA 
AX EG. . 


P,1-17 
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第 一 章 BE 出 Sk 动 


2.1 力 的 的 加 原理 


任何 具有 质量 利 弹 性 的 系统 都 能 产生 振动 。 最 简单 的 振荡 系 
统 是 如 图 2.1~1 所 示 的 由 质量 和 弹 徐 组 成 的 系统 。 支 承 质量 的 弹 
簧 假定 它 的 质量 可 以 和 忽略， 它 的 刚度 为 站 (每 单位 变形 的 力 ) 。 
系统 具有 一 个 自由 度 ， 因 为 它 的 运动 可 以 用 单一 的 坐标 x 来 
描述 。 


用 2 


AE EE 
-TERRE [n TOO Hamm wg 
EN GE "3 | 


pp 


w 


图 2.1-1  PREI-UU id ARS E Aa 13 15. 


uh REDAS, RAA ERAM S/s TAi. AA 
BEERA TREE., MERMERE HA AE a EiS 
些 基 本 概念 
牛顿 第 一 定律 是 研究 系统 运动 的 首要 基础 。 如 图 2 1 一 1] 所 示 ， 
ER FAMER EEA, SRA R44 等 于 信用 在 质量 wrw 上 的 
Hi Ju 
EET) (2.1-1) 
位 移 # ME EBEB. BLGÍEHdEs EKI 7J dE & CA A 
w. MERATE, MARKE. AHAA. EHEGVE HE. WE 


TIE. | 

现在 我 们 用 牛顿 第 二 定律 于 质量 如 的 运动 ; 

"mxc-cEF-w-R(A-GX) 
因为 fel — i8, 因此 得， 
HE = — RX (2,1—2) 

TER ARP FAGEN SEBER, A UMEA RE B2 
JB we AR J RA, WERE m bmp BR ATH 
Bite x MERA T o 

II FXL3E SER BIA EO.: 


& 
= A (2,1-3) 


方程 (2.1-20 可 改写 为 ; 
xY--:x-1) (2.1—4) 
与 方程 (1.2-8) 比较 便 可 推断 ， 这 也 是 谐 运 动 。 二 阶 乔 UC 线性 
微分 方程 (2.140 的 通 解 为 : 
y = Asino,£-- Bcosm,t (2.1—-5) 
APA, BERTEMA., AERAR Ends E TEXCOD 各 
人 9) 求 得 ， 于 是 方程 (2.1~5》 可 简化 为 ， 
xiü 


Xx Sinoni x(0)coso,t (2.1-6) 


ie £5 B BA A HA E Mont = 2 得 到 ， 或 


= ary 75 2 ]—-- 
y 7 (2.1-7) 
HEE TET 
1 1 b 
EE 
[4 x (2 1-8) 


根据 方程 (2.1~1) HükA—mEHR[C ExX. UJ EOGAPEEGXGSRIGEOROS 
BRAEDIABgPEEE, Exg = 3863 PRÉ, ARRETE, WRR., 


1 
f«-xxY cuts ( 周 / 秒 》 
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187.6 - 
"vae ( 周 /分 ) (2.1-9) 


PATE HE A HR BERRA DL HL sp RAE A. SF (2.1-90 用 对 
28r 55 S 5] Eos. B, P8 2. 1-2. 


Bee A" 
区 2.1-2 HAA HE 5s TREE url P e COS S 


尽管 宕 面 上 看 来 据 蕊 系统 可 能 不 同 ， 但 这 一 节 的 讨论 也 适用 
于 无 阻尼 的 单 自由 虔 振动 。 在 有 些 情 况 下 ， 振 萝 可 能 是 扭转 的 ， 
如 旋转 摆 。 在 此 情况 下 ， 牛 顿 第 二 定律 改 为 旋转 系统 。 
FB= TN {2,1-10) 
式 中 必 为 转 矩 ， 了 为 质量 尾 矩 ， 旧 是 角 加 速度 。 这 些 参 数 都 相对 
同一 固定 的 转动 惯性 轴 ， 上 述 等 式 对 于 质量 中 心 轴线 在 运动 的 二 
况 也 是 适用 的 。 


2.2 能 量 方法 


证 保守 系统 中 总 能 量 是 不 变 的 ， 运 动 微 分 方程 可 以 根据 能 量 
守恒 原理 建立 。 对 无 阻尼 的 自由 振动 系统 ， 能 量 的 一 部 分 是 动 
能 。， 另 一 部 分 是 势能 。 动 能 了 是 以 质量 具有 速度 的 形式 储存 的 ， 
势能 则 年 以 弹性 变形 能 的 形式 或 力 场 〈 鲍 如 重力 场 ) 作 功 的 形 
式 情 存 的 。 总 能 量 趟 变 ， 它 的 变化 率 为 零 ， 正 如 下 列 等 式 所 表 
ABI: .. 
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TAU -HH (2.2-1) 
d . 加 _ 

up TU?)70 (2,2—2) 


WERTE R i DLOLAS X HEB IN ES, MAAA F AA E 
确定 。 从 能 量 定 和 恒 了 原理 ， 我 们 本 以 写 出 
了 | -U,-T,4U, (2,2-3) 
AP 51". *27 ERB TARAA, 4 7517 ERRA 
JP FAA SRR, PAE U = ES A AER UZU 
表示 质量 具有 最 大 变形 的 时 间 。 在 这 个 位 置 ， 质量 的 速度 为 圭 ， 
R I 2 = 0, 因此 有 : 


T,*02024U, (2.2-4) 
(ER REA E I, WD AU Rk, Me 
Taar = Us (2,2-5) 
人 以 芋 式 可 直接 得 到 加 有 频率 。 


例 2 .2 一 
Hb xz Pg 2, 2-1Bm on mg dn de ERIS PUO EARS 
Bt. TtiEixchdégdkbiezhH d rPituxo, 


日 = Asin o, 


其 最 大 动能 和 势能 是 ， 
r — 1 E — 1 & 
Juin — p; JL - 中 JOLA 
ai. wa) L 
lmaz — 4) KO,.i:. — 2 E A? 


使 两 个 能 量 相等 可 得 固有 频率 的 表示 式 ， 
加 K 
o= EF 
i 2.2-—2 
一 个 重量 为 刀 半 径 为 > 的 贺 盟 沿 着 半径 为 的 图 表面 作 无 请 


HERS. WA 2.2-2。 列 出 略 盘 绕 最 低 点 作 微 小 振 葛 的 运动 方 
TÉ. XPZGIH SU. ro R0, 


HS 


2,2-1 HRH 图 2.2-2 
解 ，“” 当 确定 圆 盘 动能 时 注意 它 同 时 作 平 移 和 回转 运动 。 贺 盘 上 中 


OFRE (R—r5Ó, ii IEEE HE 3 (9 — 0) - C7 — 1) 6, E 


Jb $= 《RAY)9 《无 滑动 ) 。 从 此 得 动能 为 ， 
1 w 1 


Bal. €. R 3] 
T =- CR- 0+ -e "2 " -1)8] 
式 中 E ERR UL BERE S D OEE. 
相对 于 最 低位 置 的 势能 是 : 


U —w(R—»v)(1-— cos) 
EFTE NAE ED ag HR (OR-r)(1—cos0) 上 毛 作 的 
TIL EJ, 
把 动能 和 势能 代入 公式 (2.22 得 ， 


í : . g (R- 1B +w R= rysing]é-0 


£ 
田 于 8 第 很 小 ， 令 sing =8， 我 们 得 扭 拓 的 谐 运 动 微分 方程 ; 


可 以 看 出 ， 据 葛 的 回 频 率 是 ， 


_ 238 |. 
UON SCR —») 


2,5 等 效 质量 
到 现在 为 止 我 们 在 计算 固有 频率 时 都 假定 弹 筑 没 有 有 质量。 强 
簧 和 其 客运 去 的 元 件 常常 占 系统 总 质量 的 相当 部 分 ， 略 去 它们 将 
Es 4 IEEE M RA i EEE iia T 
为 了 更 好 地 们 算 固 有 频率 ， RAE E 75 EE A BS aT 
的 附加 能 量 。 尖 然 ， 要 假定 分 布 质 晤 运动 状态 。 附 机 能 量 的 综合 
影响 可 以 表示 为 集中 质量 的 速度 过 的 画 数 ， 邑 ， 


I aaa 一 zx x 
式 中 Hatete 为 附加 到 集中 质量 上 的 绎 歼 质 量 。 
例 2.3-1 
求 图 2,3--1 所 示 系 统 在 计算 固有 频率 时 的 弹 千 有 效 质量 。 
AB. Qa ARPE mA ERE, RAEE N AT EF E E A E 


BANT FE v PERPE DN: 
*p 
BÉ EDU BI SE RI LORIE F 3028 248 3). 


li Ys ] "mj. 
Ta-kh(sT)eee ug] 


XXL At R FAA ENARE t. EXACTES E 
P Hs Ek n A3 EU ES 1E Je; B5 PUES WE, 


- r 


了 [^ 
[ 


TN 1 
y mE- ps 


P 


例 2,3-2 
EnA TEBII, WERCHTER, ix EqBDB GEB 
A Pr RIETI. SPSEHGE S EECIHE] 23-20 4C Jf a B pl, 


zü 


AX oR AHE R SES. A m P ID EX 
统 。 | 

dB AS / Bu ESRB. M a Aes 
HB BM m. HR., n] 用 下 式 能 其 方程 
ijs] A xx. 


x ZEE d. -pa dog HU 
r--y JO ymQQ08)'* ) (0O)? 


图 2.3-1 SR Era 7m 1 1 
— — o E ERE 2 32 
d m 一 yh I +m b+ snb?) 6 


注意 到 本 点 的 速度 是 * +20, EREN: 


图 2.3-2 si SE fr] 3 EE 


Zi 
因此 ， 在 4 点 的 等 萄 质量 是 : 


F +b 十 1 ps 
3 


"Ham o a 


ADR HERE REFERS ERE. ARIT AA. HB LUCERE XR SE 
将 被 简化 成 图 2,3-2 左 侧 所 示 的 由 一 个 弹 移 和 一 个 质量 组 成 前 
系统 。 


2,4 阻尼 自由 振动 


当 单 自由 上 庶 的 线性 系统 被 油 励 时 ， 它 的 哆 应 将 与 激励 的 类 型 
和 存在 的 隐 尼 有 关 。 和 运动 方程 一 盘 将 成 为 如 下 形式 : 
m t Eat ka= FD (2,4-1) 
AP E G) ED 23 inr P ade BJE A . RUE BH JE. 73 59 3L SE A XB E, 
(E RI LUB E — Bed JE. S28 DL (eter o s Ev B6 TR 3E 3 9 M ER 
在 这 种 模型 中 正比 于 速度 的 粘 竹 诬 尼 力 使 数学 处 理 最 为 简单 。 
Ah TE BH f 23 n FH PX 367. 
F= ck (2.4—-2) 
式 中 6 dép mH EE. CEA Z.4-1 所 示 的 阻尼 器 来 形象 地 表 
AX. 从 分 腐 体 图 可 以 肴 出 ， 它 的 运动 方程 为 : 
SY Cor ÀRx-— FQ) (2, 4-3) 


k 
à 


22 
上 述 方 程 的 解 分 两 个 部 分 。 如 果 下 (二) = 0， 我 们 得 到 齐 次 
微分 方程 ， 它 的 解 在 物理 上 就 是 相应 于 自由 盟 尼 振动 。 王 (+ ) 关 
9 ， 我 们 得 到 不 者 典 齐 深 方程 解 的 由 激励 引起 的 特殊 人 解 。 我 们 首 
253259 EX 3E1XK 731 39, "EU o BIER A188 788 EH. FL TE FH B] 385 2e 0E 35 o 
XT PU; RÉ 
ÁiE-c-coe-Rx- 0 (2. 4—4) 
的 解 ， 和 传统 方法 是 假定 共有 下 面 形 式 ;: 
党 三 (2,4—5) 
Apos EEA, BERAAT, h 
(Cs + cest k)e^' — Â 
HANAR t ERRE DE. IE 


C fz 
SS tx 0 (2,4—D) 


方程 (2.46) 就 是 大 家 所 熟知 的 特征 方程 ， 它 有 两 个 根 ， 


ead LY- x 
teat am t4 Cu) Er (2.477) 
从 此 ， 徽 分 方程 的 一 艇 解 由 下 式 痊 出 ; 

x-24e ^ + Be (2,4-8) 


APA, BERRA Fio Ai 0 ) 状 定 的 常数 。 
把 方程 (2.4—7)0 A 2.4-8) 得 ， 


— team} EARII -kim 


: 一 一 一 一， 
=e (Ae 十 本 er Pri -kfm Y (2.4—9) 


起 中 的 第 一 项 < 107! HER BE RE I D] di CE DRE EL E S 
P3 PR) LER RSEHPE TL f] SEE Sp ag CELERE YE. JETEYRJÉ 4A. 
当 阻 尼 项 tc /2mo* X Y R/mBl, ERAI A Ea, dE 
动 不 可 能 产生 。 我 们 把 它 列 入 超 思 尼 这 一 类 。 
当 阻 尼 项 Cc /2Zm)* 小 于 名 /Mm 时 ， stop t d BE jt e 


i| a/m (3 ) t. BI. 


Td va - y" t C z 
g kim= (cam = ccs J- (5) £ 十 
7 2A 


二 sin -名 _ 2221 É 

m TH 29H 
页 在 《2.4-9) 了 的 罗 插 号 内 的 项 是 振 划 的， 我 们 把 这 种 情况 $4 为 
阻尼 振动 这 一 类 。 


作为 振荡 和 和 不 振 萝 之 问 的 临界 情况 ， 我 们 把 临界 阻尼 定义 
为 ， 在 临界 姐 尼 时 。 值 降低 到 使 祖 号 里 的 值 为 等 。 

现在 详细 讨论 这 三 种 情况 ， 并 根据 实际 使 用 的 量 来 加 以 说 
明 。 先 从 临界 阻尼 开始 。 

临界 阻尼 ”对 临界 阻尼 的 cc 值 ， 方 程 《2,4-9) 根 号 中 的 伟 为 


eG 这 肝 
Ce g R ; 
Cm) wn 
zv 
Ce Z4 hm = 2940, (2. 4-10) 
HT J; f Wu de 0E — EH. FE. Dé. Hi i EH Je dE ER, BLAA T B9 X BI 
Ug. 
Ex (2,4-11) 


E 


& 称 阻 率 。 现 在 把 方程 《2.4-7》 用 上 表示 ， 并 注意 到 下 列 关 系 ， 
| c c. 
Ge 7 573m T Pa 
于 是 方程 (2.4—00 变 为 ， | 
S: ES EEs Et 129, (2,4-12) 

因此 先前 讨论 的 阻尼 的 三 种 情况 ， 现 在 就 看 的 值 究 竟 是 天 于 、 
小 于 或 者 等 于 1。 

图 2.4~2 用 复 平面 表示 了 方程 (2.4-120, WEER Eo A 
E = 0， 方程 (2.4-12》 简 化 为 : 51.218, 二 土 2， 这 就 是 说 ， 
恨 在 虚 轴 上 ， 和 是 相应 无 阻尼 情况 。 对 于 0 专 5 所 1 ， 方 程式 (2,4~ 
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12) nm 


31,2 


Big gti TE 


H 


因此 ， 根 s, 和 s EER” ARAT 8,29. = 
- 1.0 Ñ. 4 C 增加 超过 1 时， 根 就 在 水 平 轴 上 上 分离 而 且 总 是 实 
数 。 考 虚 图 2,4~2， 我 们 现在 就 可 已 容易 地 研究 解 (2,.4-93 了 了 。 

振荡 运动 [上 E< 1.0(5 弱 阻尼 情 兹 )] 把 方程 (2.4-12041& A77 
fi 2 .4-87， 得 一 般 解 ; 


_ ; Tv E 713 
w= ee tnai Ae + Bett s r-t anr) (2,4—13) 


上 和 式 同 样 可 以 写成 如 下 两 式 的 一 种 : 


X 一 Xe^**r'sin(4/ 1— * ON 十 UP (2.4—14) 
—e tta"! (Csing 1— £9 Ont + Cascos. 1— £2 eb) 
(2,4-—-15) 


XCBRIADHOEX. pH Cin C 是 根据 初 姑 条 忻 决 定 的 。 用 起 始 条 
BExCODBI xCxo, Jr (2.4155 n] 452i 
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—-——— 


(0 二 Enaxc PM 
X= (ee siny” 1—£* (QUE d 


(2,4-16) 


+ x(0) cosy 1—£&* Ont ] 


(2. 4-17) 


gm 2,4-4 非 周期 运动 E> 


tiazol Gae] 6 起 过 1 AAt E 
数 办 上 (ULEgZ,.4-27. 而 且 向 闭 增 加 和 减 小 两 个 方 E. — a i 


EH, m a 
w= Ae Tr tru pe Co ESSO (2,4-18) 
rp 
4 , 500. t CE 7 E — 13 50,xC0 ) 
ZO v. 6*—]1 
RELORMICHAIERD PE 


20.7 5? — 1 
3X I T8 THCEE WEST IHE 28] t CHI 2. 4—40 ,这 个 运动 称 之 为 非 问 期 运动 。 
临界 阻尼 和 运动 (521.01 当 E=1.0 时 ， 得 两 个 重 根 :，si = 
S= — O.. 方程 (2.4-8) (r1 4g — 3. 
w= tA+trBe et = Gen"! 
而 且 为 了 洽 足 两 个 初始 条 件 ， 常 数 的 个 数 是 不 够 的 。 为 了 氏 足 初 
WERFF x CONI x (0) 的 解 可 以 从 方程 42.4-16) &R5--12&189 8]. 
x-cg "74 {CELO} + Oar E+ xCO0 }} (2,4—19) 
F]12.4-53£2 Iz fe ELS (Com EP 


图 2.4-5 m Milieu =1,0] 


许多 电工 仪表 和 仪器 的 运动 部 件 为 了 避免 址 调和 振 游 而 处 于 临界 
阻尼 。 
2.5 ”对 数 衰 减 率 


确定 系统 存在 阻尼 大 小 的 一 种 背 用 方法 是 测定 各 由 振 萝 的 衰 
ME, MERAK., EMEREK. 


27 
PA Ay (2,4-14) Gom qx. 
x— Xe^**2'sin(/ 1— E 人 co 十 的) 
TREH, Þ-i, 


图 2.5-1 HX A A EHE E n dk de xx HM 


现在 我 们 引入 “对 数 误 减 率 ”这 个 概念 ， 它 定义 为 任意 二 个 相 邻 


JN IE THBSE SAI. Bub. cDEEGESMEÉIBARHHT. 
etat sin Cv 1—£?* - È? d, e d) 


6= In = Inte, SSRAZ sin (i-i e ^6, DNIEESEYX 
(2,5—1) 
Bj Lm ES e 2525 BT Far B on — BH 78. F3 3] v; Hj BEC [EE7R E, EX 
EA 1529 i 
Oln y nettat a = QUT, (2, 5-2) 


TEBH fe FE] Ta = 2m/0, 7 1— £? RA E 3X. op 28 xe s RA 3X 


AE A. 
0 226 B 
ó- FTE (2.5-3) 
TERANA, 34 6 AEA MAA FAEM, 
dz2má (2.5-4) 


zm 1 ô (UE ESL XCIL ES E 的 关系 。 
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f12.5-1 

给 定 下 到 参数 的 粘性 阻尼 控 
动 系统 : 
w= 100., &-30m y], c 
-0,.12595/3&^] fo 
SROG Hc E D A AHE t PEARL E d d 
比 。 
解 ， 系统 无 胆 尼 癌 有 频率 (每 秘 
弧度 } 是 ， 


D -= J- 30 x 386 
amu] oe ud SETSTT 
Im 10 


图 2.5-2 PEX C 请 数 的 对 =34.00 E/P 
ZEE Il H E a Me fn PR RS 为 : 


10 
Ce = 29, — 2 X95 X 84.0 — 1,768 / 3 Uy 


6 0,12 
5275. 771.78 


根据 公式 (2.5-3), WATEMA H, 


2M | 2x: x 0,0681 
Ü m -一 一 一 一 一 一 ~ 2 
y I-E 4/1 -0,.0681* 0. 429 


任意 两 靠近 循环 的 振幅 比 ， 


X1 
X3 


— 0.0681 


= g?-zg^U)9-1.54 


例 2,5-2 
EBRR AERE H E TP 
= Z. In»... 
TÓ X 
式 中 ‰ 是 经 过 4 个 短 环 后 的 振幅 。 并 面 出 不 同上 值 下 振幅 E 
到 50% PUR ER 2 A o 


29 


At: (E ERTI G R M HE E 


X, Xi Xs Anl 2 
riri E E 
lE BL. rotna 可 以 写成 ， 
ren) m reru et 


Mb n] 8$ SESE HE RIAA: 


1 Xp 
ó 一 " Ín x 


Ar ubik deg mSSsomHaydainiE. RIR BLA EUREN 
这 种 情况 下 的 比率 ， 
D qno 2 0.693 


7i n 
0,693 — 
nC ch - 0.110 


nx 振幅 减少 到 把 名 时 循环 数 
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fj 2.5—3 

证 明 ， 对 于 小 阻尼 ， 对 数 衰减 率 也 可 表示 为 每 一 特 环 消散 能 
其 4U 和 振动 能 量 己 的 函数 。 
WF. EI2.5—43€ ZR AB SHARM A Xi, Xi. Xa. 人 的 阳 尼 振动 ， 从 对 
BERRE 5= 1n 7, REE hsc Hc RER: 


X ó 
— sg 85mnml1-— dx 


T 


A1 à] 
系统 的 振动 能 长 就 是 在 最 大 位 物 时 傅 藏 在 弹 筑 中 的 能 量 ,或 : 
Urai kat, Us ha 
1hà c B Ai: 
U,- U: Us X2 X -28 (20)2 
^ U, -1-3 1- (7) —-1—e -eé0—- 7.3. + ETETE 
Aitai a, 3418. 
AU 
"p 9 


2.5 库仑 阻尼 


库仑 阻尼 是 由 两 个 干燥 开征 滑动 而 形成 的 。 阻 力 等 于 正 压力 
TU BEER EDS BUSH, gg Edi GA FAHRER, e 与 XEHE 
无 天 。 国 为 摩 揽 力 的 方 阿 总 是 和 运动 方 阅 丰 反 ， 因 此 每 一 符 导 的 
运动 微分 方程 对 尘 个 循环 有 效 。 

为 了 诡 定 振幅 的 性 减 ， 我 们 借助 于 功能 原理 ， 令 动能 变化 等 
TRIERS. FERET, MERETE, BEY 于 XX, 的 
RAER AR JE gBESEduAG. XpemfEIDRTGE, 


E x 
EN ÈLA, O X a?) — Fa XT X —1) 一 () 
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村 ROG-XO)-F, 
式 中 下 , 是 半 个 循环 后 的 据 幅 (如 峰 2,6-I 擅 示 }。 对 下 半 售 循环 
重复 上 述 过 程 ， 振 幅 将 再 减 小 2F2/， 因 此 ， 每 一 个 往 环 振 蝎 的 
AE ILAE PEE n] fd HART 
AP, 


X- A= L (2.6—-1) 
当 振 入 小 于 ABieSPHERERIL. HAERA BDERH]SRM ZIP 


足以 殉 服 静摩擦 ， 而 静摩擦 力 通 常 是 太 于 动 摩擦 力 的 。 同 时 可 以 
指出 ， 此 时 的 振 萝 频率 @, € b/m ， 它 与 无 阻尼 时 相同 。 


图 2.6-! RGF CHEAI G HdE zh 


图 2.6-1 表示 具有 库仑 阻尼 系统 的 自由 振动 。 值 得 注意 的 是 
HRE BRE M Hi H ER TE De 


2.7 刚度 和 深交 


在 单 自由 并 系 统 的 频率 计算 中 ， 刚 度 和 质量 是 必须 确定 的 。 
等 殊 质 量 可 选 定 系统 的 适当 的 参考 点 来 计算 ， 而 刚度 也 必须 对 问 
样 参 考 扎 加 以 确定 、 刚 度 定 忱 为 在 一 定 方向 产生 单位 位 移 所 需 的 
力 。 如 果 字 是 在 五 力 下 确定 的 亿 移 ， 岂 刚度 就 是 直面 的 比 得， 


PF 
R= (2.7—1» 
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FERIE., CMFT “a” 标记 并 用 下 式 定义 ， 
Z (2.7-2) 


下面 我 们 要 确定 标 有 系统 的 
两 个 点 zz, 了 的 网 ENRE, X 
HE a; Wü SC IH 2 ARBI 单 
DEApxp o 点 产生 的 变 位 -刚度 kig 


ka 是 在 7 点 产生 单位 变 们 而 其 他 恋 
位 等 于 雯 时 了 点 所 需 施 加 的 力 。 
F EERE, AA (2.7-1) 利 
Ty (2,7-2) "Bit ABI a x Je ku F 
图 2.7-1 dH chaED HUE uo 在 本 节 末 尾 的 表 中 A A Y 
W 274 f RE E E EOS BW BE. 


确定 图 2.7-1 BIB UR SE XR mI AE. 
BE. AAC a) EPCG FWAD AF, 8 —S8 HEB 
IE E /ki 和 和 下/R,， 因 此 根据 公式 (2.7-1) BEH: 
P IR, 


有 rF B Ra Rs 
hi ka 
系统 Cb) Æ O adxsdn— EF 力 ， 则 分 配 到 1、2 AnA 
Fob Cat by a Cat b MA 1.2 mpdedror Sud Fob/(Gac bos, 和 和 
Faila + bjk, 因此 0 AHED. 


b re ea b 
Xy = Foleo y t CEA ECEN sR TE 


F, qa b 
— (ab)? ( Ra M EL. 
天 而 在 o ZO SÉ LBEJE 
Bos... to 
"g Pa Tj gt UE 
E. + 
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pub k, 一 Ra 一 R, A= b, Wi EX 18) 45 ou 5 = 25, 


L- »t nm m E -> 
kı Ka 1 
和 AT 


一 EC 


LO k=, IRRE 一 总 长 


一 EA ， A-BBHEEM 


oP 二 了 ，J 一 横 截 耐 所 转 常数 


; 


"— ET 
AAA 一 e kmga "TAS 


3] HB 
2-1 —PRBULd ELE PBREITESmEUREE DL, $ido.aip. oRGRSEBUBDÍSLUE. 
2-2 — HE Cum. WEAR HARRERA, REGRA. 43— 
MUREA a WRES LI l0 RE D NOME DA DESEE TIU RO 
关系 。 
2-8 l0BRSUHLMD E HE TESE EDU T RS, MA LANDE. ESHA dg 7 期 为 
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2-4 


2-7 


2-3 


g.4opb. Iud SEXE b TAE, IHi 5 t AIE H B HET RAD B AX, 
3R E BU E 701 

HAR AEH W p A HTE AR A BE RULBE Dg A CER XC SPECIES p. EIS 
HARA 94 AA, SW Eii i F6 LMECIOEE ES TUESPEN 
Ea, RWA R fH. 

Ape HTE GRE AR DABRTERXeSU ER AOA w MA E A AE 
H A FR w RBO 如 国 己 .2-5 所 永 ， 求 其 后 的 运动 。 

根据 图 2.2-1 HA PE, EAR 55143 SESS P bee DS SR UE E 
WATE, w AHAA OATH Eh OREHE, 
(e) a FE r8 p B3 In] $8 26 $5. 

—zTOW P E $o f r IEA E A A M AES, pp P.2-7. Hi 
8] ig ded AAL. 22E, k Efe ta JLA o WEH 。 


H p.sz-a 


—r3E&1.8 A T y P.2-8 Erok ETE GE a E rahisi, RE 
Hi OAR EE. AOA ARAA Ai. 

— EFH S36] d RdECGA G 英尺 的 金明 绎 支 党 在 水 平面 ， 三 根室 
属 丝 雹 各 最 芬 布 和 福 半 径 次 10 活 寸 的 图 同上。 如 飞轮 缠 通 过 其 中 心 的 销 


i5 


ae Ah te HdE EK HELTER, sk ET EH ER, 

2-10 — ARTE A Bie qu$h. FERARI R A e, Ung P.a-10 
折 汶 ， 求 由 于 基 上 半径 为 a《 副 寸 ) 处 有 一 微小 失衡 重 其 多 而 产生 的 
jx 258) HB . 


El P,.2-18 E] P.2-11 


2-11 — HH Am, WIEN J otg EEA ERIMED, duis gu 
AHE, SBREIP,.2-tlBt. REg EUG SUR. 

2-12 —itspik Hic Heog L Aa Eje WLEDP.I2-12. BEERA 
em stpxbcuderóE Bg, H TAk n Hed ppn] ds PEE 接 uu. dh 
{DEE 了 要 多 长 + COodgp SgmRou mampSckdutm)malicH ow 1/8 X 


Ej P,.2-13 
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2-135 


2-18 


寸 ， 那 么 要 限制 接触 时 间 为 0.91 PRIIS Oa Mr E i i e 
EARD, Brt RE E P R E E R AU. 

nE P.R RRR ARA EREE., iR E E A 0.082 
85,22 H T AR [EE HB 2 ÉL aN 1/43 7T o j 35 2E RUE SIL HE ER A 
1.2/5 2 i r PILAE ER 29 DUAL 222 E. IF Eb s 

— HE E AEEY aE, 3XEIP.2-14 所 示 ， 让 它 在 平面 上 所 名， 
求 它 的 所 所 周期 。 


HE P.2-14 


Ky 工 、 重 量 为 W. 的 均匀 杆 对 称 地 支承 在 斋 个 弹簧 上 ， 如 图书 .2- 

15。 请 建立 杆 相对 于 错 重 轴线 0-0 的 党 角度 振动 微分 方程 并 确定 它 的 

周期 。 

一 个 长 度 为 的 均匀 夺 用 两 根 等 长 度 的 各 直 弹 笋 支承 在 水 平面 位 置 。 

如 果 在 杆 秒 弹簧 平面 中 的 氮 蓝 周期 为 #:， 绕 通过 丁 重心 铅 重 线 的 振 世 
a E 

周期 为 上.， 请 证 明 主线 重心 的 同 转 平 径 为 ， 有- 子玉。 

一 绕 其 重心 的 回转 半径 为 忆 的 均匀 杆 ， 高 其 感 心 为 4、5 处 用 长 度 为 

的 垂直 弹 赞 水 平地 支承 着 ， 证 明 杆 将 绕 通 过 质心 的 错 生 线 振 萝 ， 并 确 

定 其 振 欧 频率 。 

长 50 英寸 直径 11/2 英寸 的 销 轴 作为 小 汽车 车 轮 的 扭转 弹 签 ， 名 图 

P .2-18。 假 定 轮胎 的 重 车 为 38 磅 , 它 绕 其 精心 的 回转 半径 为 9.0 英 寸 


求 系统 的 固 有 频率 ， 并 讨论 轮胎 懒 住 届 秆 和 汲 有 畏 生 时 的 回 有 矣 率 的 


35 Bil o l 

FE HT O SA ER MI E X LX B RTE S P E E, ERAT ab tE A Mik, +i 
Ra RS A 2- aA ARR, ER, MA i ta h 
HEj. Aa A AREA HETT, EEDI nET, EES 
3.53& FHEAR 7y 2078 Pb, AAEE Bb i 
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2-20 G- HB cm. EEA EPI. EEA i O Arkki — X E, 
AnE]P.2-20, SK TFTEO pa RO AE AX ILE a 


pi P,2-18 E P,.2-20 


2-21 R HE P .2-21Bmp zx BI k AT ACE ULAM BHE S H a HISESEDDER, 

2-22 —Jg^J]g PE BE EL fr E rom By E a tE. mR e AE o0 PRG 
的 静 变 形 曲线 并 以 些 求 出 这 个 等 效 质 量 。 

2-23 对 图 PP .2-23 记 示 的 系统 ， 求 轴 1 的 等 效 转 动 慨 量 。 

2-24 求 图 PP.2-24 所 示 系 统 的 动能 ， 把 它 表 为 名 e 

2-25 求 图 了 .3-25 所 未 系统 和 在 所 点 的 等 效 质 量 。 


图 P,.2-21 E] P.2-23 


2-26 2 FEBR Ty EHEAR 4 T a, K A E RA 
2 27 JH T AER SILA CEARA TERRE. q28082-260 
AD MRO SH AAE EELE RE, SREE C e 
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2-28 


[^ 
E 


Á; 


E] P.2-25 


— TRARRE TAEA TRD: x29, $ Uo. 求 下 列 三 种 情 
W FEASA H, (025-22.0, (0045-20,.50, (0521.0, 试 画 出 三 种 
T8 O6 F anI R HR 29, o nA AE EDI xo, /vo Ap ER EER o 

—^^ n 58i ku BEA 1055 / 33] EST T8 SE EH Ie Bu iet 3E SE.SESUEITE 
HH, CAHE ASIR eE mL, 000,98: R: (a) HERA 
有 频率 ， (o) EEEGAGE. OMERA cG OME D. 

— AH 10m SR ER A E y 20 mr; Saat A A Sa H ma W dea Sf. DRE fi 
HJP JB. xs c— 0,071 ER Stop. GR. w Ri, (DOARE, 
(c) 483p 3e iei ERI OC THE 

一 个 振动 系统 具有 下 列 参 数 : £w—38,8m, Ao 40 m/SEOp. c—0.40 
-E/T 3k. GO RÆ, C00 ERER EASA, (CL) OxIEms 
a (D {E A NN EIE e da 

E Y P 232R 3&5 EE atA A RG.: 0 di eE RRE 
AGO. (BI f deis E A A E RR No 

村 出 图 PP .3-33 所 x RA 3s 80 dat 2r 7g RR JE de do 1] 43 E AN fS 
F BE A 3 ER 
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^ 
Hj P 2-832 图 P.2-33 


2-84 ——" -RA Tat RLE rp si Sd XR ES ERES TYOE Hz EE EUG Ee. 
ARAP—d iix m 596. MARN HAA AIH 723 386 i PH Ji 
ax ELA JL: 

2-35 — T RREA 6. ERES m ARPE EE ETE OA 2F ELO ESORDRS FE BEL AL 3E 
XGE. AnEBIP.2-35, YETrTS80/A4 PETER mi*/a. 4d BIRSRE8 DE 
HHA 0 Ril. cR. GO bR o WW TRA (OOCnIB) BUE A 
Au (O hA METRI. 


K 
ü - 
LL Lamm 
L - 
图 P.2-33 Hj P,.2-35 


2-88 一 -个 重 件 WEA TR R HEERS BR. ib UTed4TEH D tH. 
如 图 户 .2-36。 ÑT ie ZG UH FE [eT dfe zr Tad 1] CERE AE mA EE JE TES Um 
Bb fd dna g/B RII. mE ERN ORG. 
xT 


Ho pdr, V Ta T” 


E H Rie E= BAdu, 2.4 ERE AHA. v 是 它 的 速度 。 
2-87 -4E1200 [d 46 H g AE A 20000: / AE FE pz 3 3B ER. WMA 


£0 


时 枪 管 反弹 4 英尺 , 求 , GORGE B ER EREEE, (忠诚 震 器 的 临界 阻尼 | 
系数 CEdGEBUDERWIBIIESORILfERQ a CHES mE exe E 2 
3& pup TE SEBIHI S. 

2-38 "HX 10 REESE ETE ANDER PEREA., JO GSRERDDXDGEERGRTY 
DHG WE F .2-38, RER THÉ XJ T E MEE DA Je 63 Ft ACD B a [| XE 
过 这 自行 程 花 用 秒 时 间 ? 


HR] 卫 .2-38 图 P.2-41 


2-39 一 全 防 冲 避 是 这 上 样 设 计 的 : 当 它 释放 时 超 调 量 为 起 始 位 移 的 10 上 ， 求 
Giu [ji XR 6 296. 超 疯 量 和 将 是 老少 了 

2-40 HEBR dEvi/x.-1/28] f i. vpieumIa AUU = 26 HERH. 

2-41 请 确定 图 了 .2-41Ppon EE SEI EB HE, 

2-42 REE A Lf 1 5] f xc ER YE Paw 0-3 1. SERRE, 

2-45 求 图 下 .2-43 所 示 RRF ARE HECERA XXX. 

2-44 RE P.2-44 Broxdu$e RARE AR E AHE E A... 
Fi 


K 
zd h 
TETE 
4 Ka 
E] P,23-43 图 P,2-44| 


2-45 — M ERE ka om. A, MoO&EdrÉe Ru hr tEdu T EE dO. nhi iH 
如 下 两 种 情况 时 i 时 与 4 B5 XE s E ER GRA REESE n 1-055889 ID ， 
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ca 粘性 阻尼 EE — 0,05, (bo HE-EE EH JE FH 7E 27 F,-90,05k, 31H BA f Hi 
二 振幅 相等 。 


H= i WEE dE Dij 运动 


3.1 5] 


EERME LEA PABLA. G e h T Bett PLBE 
RETER. AE AE A h EOF E E RT] Eng uu SE wx n 
Jh, HHT EFFERRE- AA ERA, A ER 
说 激励 下 系统 的 特性 是 必要 的 。 谐 激励 可 以 是 系统 中 的 力 或 系统 
"B dit ex a BER. 


5.2 RE di 


我 们 将 首先 考虑 受 简 谐 力 Finot 激励 的 具有 粘性 阻尼 的 单 
HARER, 10 图 3.2-1。 它 的 运动 微分 方程 可 以 根据 分 离 体 图 
求 得 : 

SHue--ce4RY- Pinot (3,2—1) 

这 个 万 程 的 解 分 为 西部 分 ， 一 部 分 是 所 亩 余 函 数 ， 即 齐 次 方 
FE 85 ff. 另 一 部 分 是 特殊 积分 。 余 函数 在 本 种 情况 下 就 是 在 第 二 
章 讨论 过 的 阻尼 自由 振动 。 

-E XB 71 EI TTE IE A9 288.55 i DI AES o 3H [RISE $8 AU. H 
假定 符 解 具有 如下 形式 ， 

x= X sin (mof — «) (3,2—2) 
ILP X ERARE, O ED ARA T BEER PFIBdHrB. 

把 方程 (3.2-20 AWA ATEA 〈3.2-1)， 就 可 以 找到 上 
述 方程 中 的 振幅 和 机 位 攻 。 回 想起 在 简 谐 运 开 中， 速度 和 加 速度 
分 别 比 位 称 导 前 90” 和 180”， 因 逃 微分 方程 种 项 可 以 同样 按 图 
3.2-2 那 样 疼 解 表示 。 从 图 很 容易 看 出 : 


£3 


图 3.2-1 RH DX HJ FH 图 3.2-2 CH BH JE ÉITER GH R 
Tp. 35 1 DIR ES 


F 


— — o MM — 
X = Ah mat Coa? (3.273) 


co 
k— mo* 

现在 我 们 把 公式 (3.2-3} 和 (3.2—0 "Ed bbxEExX, 
这 样 就 夷 船 把 结 时 用 篇 眶 的 图 第 表 声 。 把 公式 (3.2-3) 和 (3.3-4) 
的 分 于 和 和 分母 静 除 以 让， 得 ， 


= tan (3,2—4) 


F/R 
X= y =; 3 (3,2-5) 
IoD c 
VU) Gn 
E k 
cO /R 
tan À "T (3,2-6) 
k 


EERE E RR E A EH BS Ls 


— 一 一 一 一 一 一 


SN E. = 35 EUB s ds ra AA i S 
c, 2:910, = HAE X S 
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(C E £5) e 
Aw ok 95g 
于 是 得 到 了 振幅 和 相位 角 的 无 因 次 表示 式 ， 
AE i ÁPDE E ——— (3.,2—1) 
^ JG- GJ * 08) 
(y 
tang = a. ) (3.2-8) 


i7 (2 ) 

这 些 公式 表明 ， 无 因 次 的 振幅 玉 太 /FF 及 相位 角 $ 仅 仅 是 频率 比 
ao 和 阻 率 E 的 函数 ,局 时 可 以 图 未 于 图 3.2-3。 这 些 蝎 线 指 出 ， 
在 洁 近 共振 的 频率 范围 内 ， 阻 率 对 振幅 和 相位 前 有 很 大 的 影响 。 
研究 与 图 3.2-2 相应 的 力图 的 三 种 情况 ， 好 f o/o, o/o,- 
1 和 大 入 ao。( 见 图 8,3-4)， 可 以 使 我 们 对 振动 特性 有 进一步 
的 理解 。 


3.5 


频率 比 S. 
图 3.2-3 公式 (3.2-7) 和 (3.2-0 的 图 解 
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0 
me 
六 Bo GV 
*. T 
(3i uius «1 (b] wa = 1 (c) tus 27221 


El 3,2-4 WÉS HHRHH 


Xp oo/e.«lB8]T] 06, WEDAI PJE SB. xXx Bo prjH 
$3, SOLA RTE RE OC RESI. UB] 3.2—4a. 

o/o,-1HB, Mi füle90', JAPfpmgS.2-45. IREN 
ERA., CSAJ FR. 5RiuJ)sEHg P HS). Hirta i 
li n[ 以 根据 公式 (3.2-5)7 或 公式 53.2--7)， 或 者 从 图 3。2--486 求 得 ， 


(3,2—9) 


当 ajal Bh, édr 1807, SEA JLF 4 4E RE wa BREL TE 73 
E, 3, 24 l 
AEX, ADT BL AA DEREC A SRA, k eE 


X -2050,2 tøs (3,2-10) 
w(i) = eT 7 2 
DNE [1- (名 ) ) «(2 
+ Ne "ns'sin (vy 1 — Erni d) (3,2-11) 
3.5 HRAN 


Eiet ULbECR. AAE a AR E A B a E 
EAN HEJKA- RRA Rae k a M Rb onu mx 
ky. 30] El 3.3-1. A59 H dito Ea en, "BS iate A e A 
HIRE o. $ r ARER M-m) AREE 
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位 置 的 位 移 ， 则 x 的 位 移 是 ，: 


x= g sin c 


"a 


E, c + 
2 M E: 


M pd 
图 2.3-1 出 于 旋 芒 上 兴 和 守 引起 的 阐 谐 扰动 


因而 运动 方程 为 : 
EA 
iM- x tm- (i e sinot) = —kX-— cx 
上 式 可 重新 改写 为 : 
Mix Cor kx — (Gne? ) sin ot (3,3-1) 


AER EXER (3.2-~1) 相同， 但 在 这 里 以 meoir DE 
稳 态 解 可 改写 为 ， 


mem” 


XU Mor Gay 3.8-2 
tang = I— ar - (3.3-0) 
A EAE — 2b R EA 26 RR IPDE C. 
Gl 
M X O, 
E = == (3,3—4) 


ui 此 
2 — m 
sz) (3.3-5) 
TI 
1-(2-) 


xxH4bBEERXe^ BJ32.3-2. 完整 解 是 ; 
wt} — Xe "nSin(y 1 E 9, d d) 十 


tando 一 


2160507 
Tt /RN Ot- (3.3-6) 


Ed 3.3-2 旋转 失衡 强迫 振动 方程 (.3—D 和 3.3-5) fr] PEL 


例 3.3-1 
abc E F a D E E a kot Ab Er E D od 0E; EB 
振动 ， 如 图 3,3—3. KEHEE 0.90 tA. 24 
HEIDI SUA TERA E, HOE HE AA 4B Bp DUM 
0,083&3p 4b, GR R HE, 
8t. Hia (3.3-4), fitre: 
THE 


A = 


M 
9E = 0,60%} 


4E 
4 0 RRA o HAAREN: 
| me — - 
X 二 M —-0,083&^J 


解 这 两 个 方程 ， 得 系统 的 阻 座 : 
0,08 
S= $x0.60 

我 们 曾 措 出 ， 偏 心 距 为 的 质量 % 形 成 了 离心 7J meo. iX 
Tp JJ T a ES ER E dd P7 E R B MS AAT. 

EER  CACDOKWEDLEJJ HE mik Ti, ARE e A, 
WFA EEA FEA M 3.3-4 所 示 ， 这 种 失 
衡 可 以 用 静 力 试验 法 来 找 ， 将 轮轴 安放 在 一 对 水 平 饥 道 上 ， 当 轮 
子 比 较 重 的 点 滚 到 轮轴 最 下 方 一 点 时 轮子 就 停止 了 。 因 此， 用 不 
到 快速 旋转 轮子 就 可 找到 失衡 后 ， 这 帅 租 静 平 衡 法 。 


= 0,0665 


图 3.2-4 HH 8 4 S HI AR SE 


动 和 失衡 ” 当 不 平衡 质量 不 上 只 在 一 个 平面 肉 时， 形成 了 一 个 力 
和 一 个 态 个 ， 这 属于 动 和 失衡。 根据 前 述 方法 ， 静 试验 法 可 以 找到 
合力 ， 但 如 果 不 快 速 旋 转 转 子 的 话 ， 力 偶 穗 找 不 到 。 例 奶 ， 我 们 
考虑 一 个 有 两 个 圆 的 的 轴 (加 3.3-5)， 如 有 果 两 个 不 平衡 质量 和 等 
上 且 棚 对 于 180?， 则 转子 将 直 对 轴 心 处 于 稳定 平衡。 得 是 ， 当 转子 
快速 旋转 时 ， 每 一 失衡 辕 堆 将 产生 旋转 离心 力 ， 使 轴 相 对 支 举 产 
FE 388 ah i [R5] 
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—RBRHiUR, dde. WEZ PLH TI E SPLA BET. "I 
以 看 成 是 由 一 系列 圆 盘 组 成 的 ， 每 一 个 都 可 能 有 某 种 失衡 。 为 了 
找到 和 衙 ， 这 种 转子 必须 用 快速 旋转 法 (Spin}。 检 测 和 改变 转 
子 不 平衡 的 机 器 叫 敌 平衡 机 。 从 本 质 上 看 ， 平衡 机 是 由 支承 座 构 
成 的 ， 支 承 座 用 弹 息 安装， 以 便 通 过 运动 来 给 测 不 平衡 力 ， 如 图 
3.3-6, AME T 5E— SKI IRURE GHI. xb 能 找到 转子 不 
平衡 闪 消 除 它 。 


图 3.3-5 有 动 失衡 的 系统 图 3.3-6 转子 平衡 机 


Pweg 
pw wk 


$| 3,3-2 

RE TS [al dE RI ARAARA, ERR HAASTA. R 
A158 xk — 71- n] LUA EEA GR M ASE io 

D SUPE ERTE SERRE ZUR GU SDER DL, cn PULS 3.3-7 那样 
沿 水 平移 动 。 以 任 一 预 王 速度 转动 , 注意 最 大 偏 疼 时 的 振幅 二 。 硫 
FREMME “a? REPR EADIE A HEA 可 以 作 
XXe qua dU, BWR A8 wii TERRA E T in os eng 
JI. 


E] 3.3-7 IT BEC p E 


ET 


TEE AER EJIIS Y RE AARRE 

述 过 程 。 由 原始 失衡 e ub OE Ed BS EX. NS 

“b”? Hj: Eiobuézs, REAA pee E RD. PERS. MEAR 
En REAA d Ew p BIB fire: 89 28048 0L Bwa Coa / 
ab), RẸ 二 与 矢量 oa AMGPROGHSRJPIGAHIÓER. REAA AG, A 
Jt i6 fe gr eg. 

例 3,8-3 

—-^ridESXeqd. TURBETA CEEE p aa 3: BRIE SÉ 
HEJ EHI EE., 3HChk. FUE E hij HB PU E (b TLAS AiE, 
BB Em 33 BY f j A ob J mew Hi —-t2E13;2343E 9r. 〈 每 一 端面 一 
^). AF RAR TEAR, o eA RAER A iie 两 端面 
的 合力 来 得 到 校正 。 

我 们 考虑 4 黄 寸 长 的 转子 的 
ER in 图 3.3-8。 在 离 左 端 1 
英寸 的 平 曾 中 有 一 个 3 淮 aj 
F E AS s. rp gor mb — 2 n- 
英寸 的 失衡 ， 它 与 第 一 个 失衡 
m 907 8 £a fie. 

Bi 3.3-8 ”校正 长 转子 的 两 端 3 x RS BS] dH 23 于 

Titi 7 4 Zr Wt 2iidpB]: OD Rug 143/4 
£re]-3op, WER. WR., rpg 23rm]eXopayd$ dg T 
wA l-grn]-3. Bib HEHEBg ART: 454Dd 来 。 堪 端面 要 
ihr zs Bg E: 

C= (1? -(2.25)? - 2, A pH) 3 VJ, 
ju ELA M, 85S — Acid SEE EE EUIS EF S 0, 

日) 一 tan-!- = 24"Q0' 


2.25 . 
右 贤 面 要 钻 去 的 是 : 
Cisy (-) + 二 一 1.25 准 司 .英寸 ， 
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M AB Ae M. SE AE TE NLIS RE PO 0.18. 


8,-— tan"! | — BF" 
3-) 


5,4 HegBS —DAERR (Whiring) 


$t 9H TE— 3E XEHET a a T ame A a A a2 
Ha. pEi E 507g pH z h RA R P DARRAR P EO A So EI 
d dE, Wann, Sh RAIPHJE, DCURJI, da 
"BdRDAEESISR. BEERA E. A he o bb ded 
可 的 神 阿 或 反 疝 。 旋 则 速度 可 等 于 或 不 等 于 轴 的 转速 。 

轴 的 旋 卫 是 一 个 难以 捉摸 的 课题 。 它 的 一 般 运 动 是 属于 日 汶 
i2. — 3890, ERP ASP, HEBAPUSE sgg X. dixeupE x 
Eml $A HE H hy — Ata S) BUST SEO HR BR fEBU PSIB. dccERGyUE 
33 HT Z8 p] ^ PS EG REBUUH eA UB BI Dos e 9. 

在 这 一 节 中 我 们 将 考虑 回 步 旋 曲 这 一 氢 简 单 情况 ， 在 这 种 情 
况 下 ， 诈 曲 速度 等 于 办 的 转速 。 为 此 我 们 鼻 设 一 个 理想 的 系统 : 
它 是 一 个 质量 为 和 的 辆 规 对 称 地 安装 在 轴 上 ， 畏 支承 在 两 个 输 承 
LE. 5H B 3,4—1. SEA RR ER b EXE JA JL for pac S 81 IB BOTE Ig 
FE e AB. Epor AZ TLA EER O A” famis 05. 
fr|HjZed4ERHBI, O, SAGARRA S., Sid LAGE ug 
EEEo dá. A evti Rib S 的 上 位置， 质量 中 心 上 5 的 坐标 是 

(x, ecos o) 和 (y+ esin ot), REMTE PL f£ 正比 于 5 的 速 
BE, WEZ, vnm ar fA. 


mE 
n6 Xd € 908 0b) = — EX, Cx. 

" di 

g? 

"mmy. + esin eb) = — RY — Cy: 

Q Edgar J, Gunter Jr., “Dynamic Stability of Rotor-Bearing Sys- 
tems, "NASAS P-113,.1%86, U5. Government Printing Office, Washington, 
D.C, 20402, 
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图 3,4-1 WARA FHT 2E POSUERE HB 


或 mI, + Ck. ÈX, = me cos oi 
" - . (3, 4-15 
Sy. cy. AY, meosin ot 
这 些 方程 与 方程 (3.3-—1)0 相信 ， 我 们 用 观察 法 就 可 以 写 出 它 
的 和 解 ， 


x meD* cos (Of — d) 
goo £p. 5. —.3 
v/ Ch — mo)? + (ca)? 


(3,4-2) 
- mee? sin (ot — 4) 
Ji CR — may CODY 
— ——— peen 
(Cr (3,4-32 
tang a p E (3. 4—4) 


iis, HE SG e ketri RE OS =r 导 前 一 相 们 简 由 ， 它 与 盟 尼 
ICH SESUXEHE o JP. MERER O TERCIO XE E O.— kiym 

CER SH ERES IS sp DA CR BI. MRR IF GXGIBUUE 
曲 只 是 由 于 阻尼 才 受 到 限制 。 图 3.4-2 表示 在 三 种 不 同 速 度 条 性 
FELIZ 2 o 


$3 


GE lO £2 73 tds QJ) 979 ll 


图 3.4-2 HA RS ERLE A9 Fed HE DE gh d de ep ALH fr o 3 


8.5 支承 运动 


在 很 多 情况 下 ， 动 力 系 统 是 冉 支 基点 移 运 动 而 滞 励 的， 如 图 
3.5-1, 4€ 4] 4 v [Exe x n mE, T ER rw B9 Spb x im 
对 于 固定 坐标 的 。 


ex - y) k(x -y) 


E: RAE a E SESS 


EBRE, PEM E EH BE SEORISR SEPT 4E, lm up 
Jj TRAE a 


nmc--—k(x—y)-—c(r-—y) (3,5-1) 
ERIAK Y: 
my cect + Ax-—kyc-cy (3.5-2) 
利用 复数 代数 学 ， 我 们 令 
y= Yet"! 
w= Keiti Ti Ll eTit gtn! (3,5-3) 


这 样 可 以 使 位 移 x 和 位 移 y E fa d. 把 这 些 公式 代入 方 


5d 
TR (3.5-2), 得， 


( — mirà? -- gc - k) Xe ci * (bh a ic) 


Ei 
Xet Rt 
YR 4 (aoc (3. 5-4) 
EUER eU 


| 14 (222) 
EAER VG- Y ees 
(3,5-5) 
HIR dH EH RIEA (3.5-4) 两 边 的 实数 部 分 和 
春 数 部 分 各 自 和 胡 等 便 可 确定 sin o 和 cos d, p RA Ag e AIE 
得 相位 角 的 计算 公式 ; 


Xi k^ (Dc 
F2 i 


Tht 
图 3.5-2 Jj ER (3.5-5) 和 (3.5-6) Mgr 


$5 


df ^ud AIAG FE (1.5-5)1003,5—86)21Bi 2E E] 3. 5-2. 
B. Sus ut 5 ERI DUE HH. fESCUERIEO/0,-v 2B, A E Ufa] 
PH, PÉX/YQ)nIEGRTI. 


3.8 HARME 


图 3.6-1 表示 了 振动 测量 仪 最 基本 的 元 件 。 它 包括 一 个 支承 
TEURES DBUIRGEDUDED SS, SEGEISDE GE DxEdA T E, DOS atA E 
frikapk E. WIRE ESA Vobnid, ME hix T OB 
动用 (x-y) 标记 。 


图 3.6-1 振动 测量 仪 的 基本 元 性 
H TAERE TE RPR A m AE 


m= -els y) Rx y) (3.6-1) 
FETA ERA A A 
z= (e= y) (3,6—2) 
mj [- T8b (63 Z7 RE 28 3g 
WIE cz ken — yy (3.8-3) 
E RR DA ET E v= Y sinet, Hash, 
二 Ce IYO gin ot (3.6—4) 


这 个 公式 与 方程 式 G.-D 的 形式 相 A, 48 JH s TH o«Yo* 分 别 
ARE ARH B x 和 和 ea。 方程 的 稳 态 解 为 5= 也 sima gd- 下 7)， 则 根 
15x XE nup. 
G) d 
Yo? Y(-) 


mm EE è ë ]BÁ- 
m — 


O a Dn 


(3.6-5) 


"NN C 


图 3.6-2 图 解 了 公式 (3.6-50, E 5 H 3.3-2 HAF, {EE 
Z/Y 代替 MX/me, DUIBSZS HEBR-Y 5s AA 25 LZ EO] 390: HH 
范围 。 


tang = (3.6-6) 


I | 


E Edu ps 
图 3,6-2 enn BM f p ES] Ay 


地 震 测 量 仪 。 地 震 测 量 仪 是 一 种 低 固 有 频率 的 仪器 。 这 样 的 
频率 范围 意味 着 比值 8/@, 大 ， 考 察 公 式 (3.6-5) 可 以 指出 : 当 
ap->co 时 相对 位 移 了 恋 成 为 等 于 7， 或 1Z/Yj=1.0。 这 上 时 质 
量 六 不 动 ， 而 支承 盒 与 振动 体 一 起 运动 。 

地 震 仪 的 缺点 之 一 是 它 的 尺寸 大 ， 因 为 12 1= [| 立 |， 故 震动 
质量 mm 的 相对 运动 要 和 被 测量 的 振动 是 同一 数量 级 的 。 

通常 是 使 震动 质量 带动 一 个 电磁 铁 在 国定 在 盒子 体 的 线圈 内 
移动 ， 这 样 可 以 使 相对 运动 转换 成 电压 值 。 因 为 电压 正比 于 电磁 
场 的 切割 速率 ， 因 此 仪器 的 输出 将 正比 于 振动 体 的 速 育 。 这 种 类 
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Asp mp3. HARE y 2-5 BOB. dx BL R03) 
5007] fb. APILA X SE BEY DIA £4J6 100 Re di J. d* 
$2 360.2038 BIEN. 

加 和 速度 计 今天 和 多数 的 振动 测量 议 是 如 速度 计 。 甚 至 邮 震 也 
RARE rC, MARRAN ARREDI. MERI AHM 
TERS WERDER E Rohm BL REES 

ME EEA S AAA RR EAT tE A $6 8] 3E 
O/O,H 5E 0.4, Baa (3.6—50, 35 o/o4,-- 0 E 2I. 

z- ZX 加 速度 Ce 
二 此 生变 成 正比 于 被 测 最 的 这 动 的 妈 速 床 。 但 是 ， 随 XP o, bg 7 
HH. REER DI. RHEO. P n a By. Din. FEA 
AR E M AAEE T EAM 20 aE, CA 
地 再 更 频率 小 于 8 PESTES. RERE 8216/2 ii 
下 运动 可 ELI BS CR ZUM E BEEN ERIS S HAE EBD ep 5b DES, — FE FR fh 
EIERE HI REH. EREA MERER A, FER BED 
Eita HP $g1000J8 / $5 2x 98 53. 

Jo BH. JE mos HE vp SET ECCE AE Hp Ep du cmBcLRGRPS OR. DIO 
Pom. aal- loto REFE., BÆ, mjpéí-o0,65— 
0.70 HE, M 1— (0/0 Emh B HI ioo, EREE, 
ARAP KR iatt FH y. el. 

图 3.6~3 对 不 同 的 阻尼 ， 用 数字 标尺 耐 沿 了 下 列 这 个 因子 : 


一 一 -一 一 5 (3.6-8) 
46-3] yy *[2£2-] 
多 数 的 加 速度 计 应 用 险 尼 靠近 5 = 0.7， 这 不 仅 扩大 了 了 有效 的 频率 
范围 而 且 防 止 了 相位 角 的 失真 . 

相位 失 址 ”为 了 不 改变 相位 再 现 复 杂 波 形 ， 所 有 的 谐 波 成 分 
的 相位 角 必 须 沿 时 间 举 标 等 距离 地 移动 。 如 果 加 速度 计 的 相位 角 
目的 输出 随 频 率 成 线 竹 增加 ， 这 一 点 就 可 忆 实 现 。 例 如 ， 对 = 


58 


LUN 
tn 


W]3.6-3 ”如 速度 计 误差 与 频率 关系 《以 £ 为 参量 ) 


0 .70， 就 可 以 太 到 :上 满足 名 = XT/2 XB 的 关系， 相位 兴 真 实际 
上 可 以 消除 。 
Pl 3.6-1 

5 X«IHSS5-0.76 的 加 速度 计 的 输出 ， 加 速度 计 用 来 调 定 下 
式 给 出 变 位 的 周期 运动 ， 

y—Y,sin ec, + Y, Sin Ot 
St, 对 =0.70, $ — n/2xo0/o,, A E $i 5 A2 XO Dn $= 
zm/2x,/0,. AE., AEE F 
z= Z, sin(@t— p) + Z,sin(o,t — d.) 

把 从 公式 (3.6-7 HB Zi. ARAER BRERA H4 


1 m . X 
"E lory, sino, í— 3.) TOV Y, sino;( t 一 :-) 


TÆ, HUXEBETPZOARIDABPBIREU T IERE y. 


x 二 


3.7 振动 的 隔离 


由 机 器 和 发 动 写 发 出 的 振动 力 通 请 是 不 可 如 钢 的 ， 但 是 用 用 
AHHAR (WP 振 休 )， 它 对 动力 系统 的 作用 能 有 相当 程度 
的 降低 。 
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TEE 3.7-1n, 4 F,sincot HWER p. HH HE I S EIL RECO 
Jj. X&id 35 mBET0[pHJORE HE UES) 71. 


Fra CRMY + GaàX)? = AXY ie (5) (3.7-1) 


图 3.7-I ALPE ER eee e EST DE UT 


因为 由 Fa sin ot ERTER HATA (3.2-50 Abi ARER 
H: 


TEX z 
E-S eT e) 
(3,7-2) 
比较 公式 (3.7-2) 和 (3.5-50 WHA 看 Hi, [FF 5l X/ 
Y|-]|e'X/eY|$RPj. AE, MEMAR ki xe sn BRI A E 
陪 离 于 拢 力 都 属于 辐 一 性 质 的 问题 。 我 们 把 上 述 两 个 比值 称 之 
2g ERRE”. [Bd 3,5—2 Bü HA 坐标 吉 示 力 或 位 移 的 传递 率 。 这 些 
Hi kin H, RA Hoov 23 时， 传递 率 才 小 于 Ll. Ai, "ID 
确认 这 样 的 事实 ， 据 动 的 隔离 只 有 在 @/@, 计 vw 2 才 有 可 能 。 从 图 
3.5-2 可 以 看 出 ， 在 o/0,—. 2 后 区 域 ， 在 减 小 传递 率 方面 ， 无 
蜡 尼 弹 先 将 比 让 阻尼 弹 敌 优越 。 查 是 ， 当 另 吉 能 变 到 共振 区 时 ， 
有 一 上 坚 阻 后 还 大 合生 的， 尽管 在 共振 时 巨大 了 略 振 帆 可 以 用 挡 由 器 
加 以 限制 。 
PHE n G RR RENEE: 
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(3.7-3) 


ME, AA mii, E X E dB Aoo, A RRXARXATe 2. EH 
BAE— PE o, dr "uou d", RA geg Xp / Bb, 4"-— px 
PXÉoWwBEJERAE[U. TESA (3.7—3)0 可 以 表示 为 ， 
1 
IR-COORPYA C . O4 (3,7-4) 


& 
式 呆 了 是 频 诗 ， 如 了 以 每 分 钟 一 循环 计算 ， ， RIIIE TA: 


fere a) z( T1) ; — -R)q 7-5) 
TEixHH qd] X R—(O0O-RI)XE REF’. 3.7-2 示 了 公式 
(3,7—5) 中 了 与 A" 的 关系 RIESS). 

这 里 讨论 的 情况 只 适用 于 物体 向 一 个 爸 球 移 勒 的 情况 。 一 般 
说 ， 一 个 刚体 有 六 个 目 由 度 ， 即 可 以 沿 三 个 下 站 的 坐标 展 三 个 方 
问 移动 和 绢 三 个 方向 转动 。 对 这 些 晶 高 一 级 的 问题 ， 读 者 可 参考 
于 利 德 的 有 闫 振动 隔离 方面 的 杰出 的 邯 程 争 。 

全 3.7-—] 

— £& 20095 87 SLES 3E 2E YE I MU EE 25 400085/ 3T 69 2888 E, 
它 有 一 和 失衡 的 转动 元 忻 在 3000 转 / 分 下 形成 80 磅 的 于 扰 力 。 人 假定 
Hi 率 5=0.20， 求 (4 ) 由 失衡 引起 的 运动 所 幅 ，( 2 }) 传 递 率 ， 
(6) TBI. 

Kf. 系统 的 青 变 位 是 200/4000 =0,05 XSF, "zü8gBD EXE, 
f. 0-0: = 341 周 /分 
(a) 把 参数 代入 公式 (3,2-7), dB. 


© C. E Crede,Vi^5vation and Shock Isolaiios (New York. John Wilcy 
& Sons,1951). 
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X T —————— — 0,001693&3] 


C1-€4 EY ) ]402x0, 20-223. J? 


HE AE (3.6-2), ESE M, 
V 1-(2x0,20x 3999 32 


TR- TO 
v rc1-( 999 272.. [ 2x 0, 20 x 3990 32 


Cc TEPEXE ILI AECTCE UEJI 38 EL fe SESS, 
F,gpc80x0,148: 11,885 


2.8 WEE 


EH JL XE BEAT RARA PTE., CE TAERA BB EE Bu TE 
用 。 振 动 系 统 的 能 晤 消耗 变 成 热 或 发 射出 去 。 能 量 消 冰 成 热 可 出 
金属 片 多 次 的 反复 压 蜗 而 体验 到 。 我 们 可 以 感觉 到 从 猛烈 溃 击 物 
体 处 发 射出 的 声响 。 当 一 个 浮 讨 在 水 中 上 下 沉 泽 时， 发 出 水 波 并 
消散 开 ， 因 而 就 形成 能 量 的 损失 。 

在 振动 分 析 中 ， 我 们 通常 是 从 系统 响 诬 这 个 第 度 来 考 碟 阻尼 
的 。 册 于 系统 的 能 量 损失 ， 引 起 了 自由 振 劲 振幅 的 误 闫 。 在 稳 态 
强迫 振动 中 ， 能 量 的 损耗 是 由 外 加 的 激励 能 来 平衡 的 。 

一 个 振动 系统 可 能 过 见 多 种 不 同类 型 的 阻尼 力 ， 邵 分 子 内 部 
滑动 摩擦 阻力 和 流体 阻抗 ,一 般 说 深 , 要 用 数学 方法 来 描述 这 些 是 
RER, Hu HOTOECEROY dRGUTEI. BE. $ Wi dA [5n gH JUS 
7TH, "Edd GREG MEI, ERER Eea. SU, Ri 
"BH T AMEA nC A TEHER., sb a TARE 

BEREBSYBER R ARA RAEE, IE TT E i E 
类 型 ， 画 出 的 力 - 位 移 关 系 将 有 很 太 差 别 。 担 在 妨 有 情况 下 ， 力 ~ 
位 移 曲 线 将 面 成 封闭 园 ， 这 个 封 妆 圈 称 之 为 滁 后 略 ， 它 的 面积 正 
HE TERAH FER REE. SE OB TP B Pe IER REE H TE pil 
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W,-d$Fids (8,8—1) 


ic— Bri F WocERARDARDDXCDG OX. MEE, HE sx dx 幅 。 
TEXX — CH, 3&1 13:35:12 HE RO TEUER up RI OL. ER PE BELJE 
Hg REND E A R ER H FE. dextTRIÉ UB. BH JE 3 EP. 
Cs, XT Pngdu OHIO XEHE 
x= Xsintof-—«d) 
x S Acos oi- d) 
根据 公式 (3.8- 0D) ， 每 一 循环 的 能 量 消 耗 为 ， 


W= texadx = fout 


"2 xf 
= ca? X* | cos (æi — eddi = zoo X* (3,8-2) 
ij 


REE SR AE od ue R EFRR E KE m] Bá Eb. dB o, = km 和 
c= 2647 khm 代入 上 式 ， 就 得 出 共振 时 的 能 景 损失 公式 ， 
W = 265zRAX^ (3,8-3) 
EJE JER — BST GH ERU Be A F RARER m. WER 
*j ne FI X 
£o0Xcos(ot -$)z aX i- sin o-o) 


= toy Xi K 
EH. JB. 73 RA: 
Ofuecx- ko» Ri (3,8-4) 
把 上 式 蛋 写成 如 下 形式 ， 
EF. a 了 
(5x) *«() =1 (3, 8-5) 


RË., ix Rb ELE R A AE $8 ped $89] , 20 B3. 8- 
la, BE, 4£— VERD IS TER] BER AX T a pe Py v 81. in R 
在 Fab EYA kx CRRA. Bu AR AE, 
An 3,8-15, HM KIRA E SURG MEROE Hg 9 e A 
IRAKI (CVoigo EEES. BUBDBURREERBR MCER nq 


6 4 


Fy t kx 


| 


(c) (bi 
图 3.8-1 Th FEBH BASSE HE SH TG 


诗 方 式 ， 视 应 用 它 的 技术 领域 之 不 同 而 定 。 我 们 这 里 引 骨 其 中 常 
用 的 两 种 相对 能 基 单 位 。 第 一 个 是 所 请 比 了 蛆 能 ， 它 等 于 每 一 循环 
的 能 量 损 失 全 4 与 尖峰 位 能 UU 之 比值 ， 
Wa 
U 
第 二 个 是 损失 系数 ， 它 等 于 每 一 弧度 的 能 量 损耗 太 1/224 25 
峰 势 能 CEERD UU 之 比 ， 


(3,8-6) 


W 
"m (3.8-7) 
Xy REPERI, BEBDQRAGEITCGEJE BS Sum. 05H 


Z2 5 —-- 35 l 
对 名 数 材料 ， 损 失 系 数 变 化 在 0.001 到 1 之 问 ， 与 材料 及 试验 条 
性 有 美 。 当 阻尼 损 兴 处 是 变形 或 所 帆 的 平方 函数 时 ， 详 后 曲线 不 
是 一 个 糖 贺 ， 而 且 损 失 系 数 可 以 从 0.001 到 近似 值 0.2 之 间 变 化 。 
例 3.8-1 

RIEF = Finot + p EHETE x= XQ.inetf E Bu my X R 
达 式 。 
解 : HEREA, AREER: 
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p= pU. = (OX F dsini oit $)cosot 


= (0X, Leosp sinotecosnt + sing .cos ot] 


-_ OX, F Csing + sinC2o£ + $)7 


2 
ERAR — WERA, m AA BP E. BLR 
分 是 倍 频 正 茧 波 ， 珍 示 功 率 攀 变化 部 分 ， 它 对 任意 以 周期 为 整数 
T& ES BS 18] PX fal fg ^ 35 [8i D Ee 
5| 3.8-2 
一 个 五 二 10sin zi ANH, E v- 2sin(CzE — m/62 的 tiit 


上 ， 请 确定 ，《4) 开 始 6 秒 所 做 的 荔 ，( 纪 开始 一 一 秒 所 做 的 切 。 


Ht. 把 方程 式 (3,.8- 了 1) 玖 成 为 WW = [rsat, JF 1 F =F, sino fi 
x= Xsin(c$ p HEA. BLUE RE—BE XS Br ERU D 
W = aF, Nsing 
A BAA TTE e PQ—1410, X= 2; ó-r/6, 局 期 += 2 
Ero DidupCaorB ETAGE S E BL BS D SUE — A AET E B3 x5. 
W -30rF, Asing) = 34x 10x 2x singo —94,2 3T - E55 
COP PETRE, TEADA A EATE 0 到 1/2 秒 之 间 积 分 。 


W = GFX. cos 30°] ' Sinzicosztígt + sin30°| sin? zidi | 
n 


一 开交 1 并 之 [ - p. ION COS Zxi- 0. so(. t GT 
ü] 


Lm 
-I16,513XE p RS 


5.9 FAAEE 


EH Je o Hi s S EDU E ED AE Ng o HS ST PU Y HE. TE m 
从 图 3.2-3 的 响应 晶 线 所 看 到 的 ， 阻 尼 对 那些 远离 共振 区 频率 的 
响应 的 影响 很 小 。 
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TES TERJE OS TEH IRAR, REMATA (3.2- 
9 得 到 ， 
"Jm 
C, 
XEHCERHJÉÓJEGX BA RAAR n AR SE XX& H JE 
CIRR Ee, Mom $3 s] yr DL Ee] E de tT E AT xL. 

等 次 阻 尼 c.s 可 以 用 这 样 和 的 方法 求 得 ， 假 是 系统 是 谐 运动 ， 然 
i hU TE HJE EB RE SE S T JERSS TE RHJE 2T PEE BJ Du M AIE 
(3,8—2) 得 : 


AX 一 (3,9—-1) 


ZKcaQ0 X? — Ws (3.9-2) 
TWP W ue Zo S dia [Ue RS BH JE A XETT H 3E. 
f| 3.9-1 
一 个 蕊 中 等 速 访 {10 一 50 莫 尺 / 各 在 流体 中 (如 水 或 空气 》 
运动 的 物 蛋 ， 受 到 了 阻尼 力 的 抵抗 ， 阻 尼 力 正比 于 速度 的 平方 。 
. 请 确定 得 这 样 的 力作 用 匀 据 葛 系 统 时 的 等 效 阻 尼 并 找 出 它 的 共振 
Tg IB . 
解 : 令 阻 尼 力 由 下 式 表 示 : 
F= Ea” 
sp dn c Hide ROUSUiENS. Iul 3RÉR. 
假定 谐 运动 的 时 间 是 从 下 列 负 位 移 的 极限 位 置 开 始 ， 


y= — Xcosof 
Wa=2| eid = - 2ao^ X|  sin*otd Cot) 
=y ü 
= 8S F^ 3 
= Ug au^ X 


根据 公式 (3.9-2) ， 等 将 攻 性 阻尼 是 


a 
a=- S aX 
Carr Tam 


把 c caf AX (3,9-12 F Elo = o, AJ {F 35 Ue F3 n] 35e A: 
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ETE: 
$4 3.9-2 
—^- EL lr 23 Psinetsdi Ae rudi a aR CAHE HN E — 
3&3 TS [SIEG RUE E. TE GBA RABY43X3TTH HE KE We deem 
和 的 过 程 。 
ET. AU, EPR Ue AE E ph p A S BHL TE, 2 E 8E — 835 中 iH TE 
的 能 量 ， 把 总 的 消耗 能 量 黎 于 等 效 烙 性 阻尼 作 的 功 : 
NC aP T zz UI EU, FU. a 
TE 13 055 SECRET EH. JE 258 ns 
. BU 
"7 ORT 
JA e. Dm, Un UFRR, diede xe 3 
GR ERER], Bett A FX 
F, 


— — 2 


C 4,07 


C 


Jf fo = c, IRE Ha AX P EL, 


3.10 ARE 


MUBDRESE AA A, BEBE H EA AER AE, PTORNE 
究 者 全 @ 的 实验 指出 ， 对 多 数 结构 金属 ， 如 钢 或 馈 ， 每 一 条 环 消 
耗 能 量 在 一 广泛 频率 范围 内 与 频率 无 关 ， 砚 且 与 振 幅 的 平方 肛 正 
Eb. APPR UBER CER E E SCEHTUEHE. BET RR 
AURERE BREUER PRM EI, BLUE. HEARSE, mH 
潍 后 曲线 的 形状 与 振幅 保持 不 变 ， 面 与 变形 率 无 关 。 
电 结 构 阻 尼 消 检 的 能 量 ， 可 以 写成 ， 
Fa = aA” (3,10-12 
© Kimball, A.L. “Vibration damping, including the case of solid 
damping, " Trans, ASME, APMI 51-52, (1929). 


& Lazan, B.J. "Damping of Materials and Members in Structural 
Mechanics" Pergamon Press, (1968), 
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式 中 @ 为 常数 ,利用 等 效 粘性 阻尼 的 概念 ,根据 方程 式 (3.9-2) 得 ， 


或 


E. 一 -5 (3.10—2) 


用 cz 取代:， 则 具有 结构 阻尼 系统 和 的 运动 微分 方程 亲 以 写成 ， 
mE -Z Exe Fe) (3.10-3) 
复 刚度 ”在 计算 机 票 和 机 尾 才 面 颜 动 速度 时 ， 要 用 到 复 刚 度 
概念 。 假 定 据 茵 十 谐 运动 ， 方 程 (3.10-3》 HT "2m 
Js= Fo gi”! 


mi (kia 


4Y-a/zskRAERIRBIJSBQT ABER. EAEI: 
mE + RCL dV) = Fei"! 《3 .10--4) 
BEERC 十 纺 ) 称 之 为 复 刚 度 ， VAESR YA EH. E 
EA dd ah s] Rp Rz IH er HU Ep ARE A BU UTE-P. BRECAR 
FERMERE C+ 就 可 以 了 了。 但是， 这 个 方法 只 有 对 
PESA Eaa., MAR XeU, ADE (.10—0 HEE 
振幅 为 : 
EN F, 


X mot} riy (3. 1079) 
共振 振幅 是 ， 
F, 
IX | = (3.10-6) 
与 粘性 中 中 系统 的 共振 响应 
PIER 


比较 后 可 以 得 生 ， 要 使 共振 振幅 相等 ， 知 构 阳 率 是 精 人 性 阻 率 的 
二 局。 


* 
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5.11 共振 的 锁 度 


Aaaa, AAE xmga2ys QA HIE EE EE SS II PX 
度 的 。 为 了 确定 这 个 量 ， 我 们 将 很 定 是 粘性 阻尼 状 从 方程 (3.2- 
7) 开始 。 

M(o/o,- iff, KRME, a= (Fork) 2E, MWERI EH 
Bi p IBA = 0.707 瑟 -< 的 两 个 频率 C A a 
Bj AE ROER ERER. 11. 


Fi 3.11-1 
4 X—0.707X,,, 把 它 代 入 方程 (3.2~-7) , Mh 


(2) —9(1 -— (E) (1—8275» 2-0  (3,11-1) 
su(2). ^ 
(-9-)- (1-225 26/ 1-—€38 (3,11—-2) 


BEE 1. ERBE, RIFA Rr 
( o ) = ] 十 2 (3,11-3) 


T0 


令 租 应 于 方程 3.11- BS 560 4e, O. d: 


TÈ EA: 
_ 90, |. f» 2l 
“oo FT GE 
而 号 ， 对 于 其 它 组 尼 ， 可 以 用 等 歼 阻 尼 来 计算 总 值 。 谓 此， 对 绪 
HE, OFT: 


(3, 11-4) 


Q zl. (3.11—5) 


3] 题 


8-1 —-"rUELER AE TES 2.38. iEdátbSgLIR Dic. TEGERE 775.538 85 (E FH 
下 ， 产 生活 振 振 幅 0.50 xx. 周期 0.2 秋 ,， 求 许霆 情况 下 的 阻尼 


hg dedu S23 D E RRZLULT 


3-3  — dt Y de HETYENÜDBEX3.009/JX PD TRSE CAREA EARR., SpA 
WHEELER WM pezgJADEISg1.8035, PH 40 D dst] [E29 4.2 21.0, 
KHE = 2cos3 作 用 在 系统 上 了 时， 系统 的 振幅 和 相位 。 

$-4 请 证 明 阻 尼 弹 千 质 量 系 狂 的 尖峰 振幅 出 现在 下 式 综 定 的 频率 比 ， 

( ) =y 1-27 

3-5 — — SETTE Rt RAE AE osina H EN ,TE 3C be A doe t 18 75 0, 80 
Az. fEO0.8JE HE A5 XERBIS5&di 0,46 xp, REMERA R€Ec GA 
示 : fBRETEO.SOJEdERI. MEWE 。 

3-6 —"^r ES IEL SD ERIBBS. usa. B 3. E EZA 
位 置 是 ， da,-1.0J&ob. ra= 3,0 XE Gb. 2a = 0H, da= 1/2 2X, 
FQ -2,03x:c]. 05-2 90E., H SEERA 1 o EA wi A 一 个 
E KEBLE UOP A d? 

3-7  EiP.8-TB8rpz SJ XX ESL E BH RE aa d a A H H T DD ER I? GT 
Hi Ea a b SEYEWBPT EE E rap we 870 2H. 


7] 


$-8 


5-9 


3-10 


3-11 


B] P.3-7 i] P.3-8 


对 图 了 .3-3 的 系 综 ， 请 用 复数 代数 学 的 方法 求 运动 方程 ， 并 解 出 简 态 
Us Fa 8 EE fh. 

图 王 .3-9 表 示 一 相对 转动 的 伍 心 激 振 器 ， 它 用 来 测定 而 Dy 400 ES 525 
HIRSI EEE. fHXEHEJG9004$6/4YBj. [Not SA IH. CHEST DIE 
动 遂 过 它 的 静 平 衡 伪 置 时 ， 懈 心 雪 到 这 顶点 ， 相 应 的 振幅 沟 0.85 获 
寸 。 基 天 一 个 激 振 器 轮子 的 具 衡 为 4 磅 :英寸 求 ， 

(a) A A 5; — 00 ARPE; (o 当 1200 转 / 分册 的 振 
幅 ; (D $m ERS EE YA A CES HU Wu. debo "bos 4B od 
fa. 

— SE B] ZrXEl0PS. He DEED 4e 1/2 PRU [t ORISIEB 
2 XR. RREA EE (BERERE . 

一 重 30 mf EE $6-q-dexm dee gio EB OO de ATARA A, 3058 
P,3-i1, BATH asxB-Xc-r8gX8. "idm Ede 1cgk. 5e 
hir] xEBEAR 6000 HA REBER ERJ. WEH TFA IB ELSE SE 


aj P.3-11 


/2 


TESIHEB OR S/ASOT HIM b. $578 Up 23 Db E BGE SE Js fel SO. 
5-12 idu] AX) BAT. IEA EIE T Aa A ERIS] 1824 ede PE Pt. 
- | 


26 


(1-275751) ! 


KI 


A redit deir» EB a 

8-18 XT Cn Rule LOE4ARBUGÉCITOML. uA E ae e E G E ERE 
inte Rj AiG JRE. E-L RT ME ET A Ah- E R E EY 
HE00, AGER 1/120 3E|. ck Aim E RE OT E BJ IHE IB] 
(BGE im SU DE FE At E JH MA HI F ta gd) 。 

5-14 BIP.3-14 XE ER RE LE ERE A EERE Erimdr. WOR B W sy 
振幅 号 速度 的 关系 式 ， 并 确定 最 不 利 的 运行 速 嵌 。 


E] P.3-14 


$-15 汽车 接 车 的 弹 自在 负载 下 被 压缩 4 cp. qM PEDI. EE GER D fO A 
近似 正 强渡 (波幅 3.9 莫 寸 ， 波 长 48 薪 尺 } 的 道路 上 运行 时 的 刚 界 速 
度 。 刀 梭 行 驶 如 谋 为 40 英 里 /小 时 ， 拓 凯 是 包 少 ? 〈 略 去 阻尼 ) . 
5-16 BP,3-163E 2 — m ii AmE uh — Bj BE e a EIE. 38 dhs ERE 
© 8E c 及 运动 规律 Y= dsinwt HASA TEAD RAGES HI Hy A 
EHR T E me. 


E P,8-1i6 


5-17 —T ERIS BOR ex dici E Dg iius six, - X usines qrKoEiNimiH. GUB 


#3 


P.3-17, $R ERA g hbi a a A a A EG EX 
X/rxg WR. WEH: Host a eti E TEER P xiubH], E Rta 
TAi AAE AA FAR r 


h-((m—)y. AT 


全 P.3-17 Ei P.5-20 


5-18 — TELERA RO BD MISC AI A/p BRHsEC-0.65. fj. XE 
TARZ FAEM HRA (0 Di —i3:, 00 A 
TIRE 

3-19 ~A EHEHE AMARRA 1 A, IBOES E a. AEE 
WR eem e o E ar RE aha B A o E 0.052 区 
w. dE) GA JE ED. 

8-20 EJP.a-20550 2:B 38 2) Tb AAE SE E M Ousinef. At peti T Rd 
C) Jk [aj NE e EP i PETIERE HI D E S | 

2-21 T M. m M zu gkqH Itm hopbie Mm DDEPEGKR. 

5-22 HOB5nEIMJERPRGEZLDPEGOROGESRISBUHEGRHACRB/IRGPOBILGAGSUARTSPI.S 
pE pRaSOSE/5R1xf6. WRR triot pire up nR DAMA 
Ar FR P Re mp1 

3-23 — GHLAE 100089. SEE ERR AERE M 0.2 XÉcP HS RE p. POLOS HUE 
*b/KfEUu20RS-xEOp. ck. CO q-zi200$2/5rHjfziyHkmidyJj €0 在 


? 4 


E — IERE T mu Bede, GELS EH FE. BT DA ARE. 

8-24 tiniEk3-230 WLAS EYE 25008 BJACPEGNE LEE E ORO BÉ xk 
x pA pE HADI RIE NS aA D 0.202kp. — WjzhdgBCE AEG YY 

$-25 —" X 2ABE IY) K ELJC ES Hr XE 5g Ac xh BL PT E M 16008] 22060 转 / 分 范围 
Hiei A. Bl. Cb T RAEM. MA mmm E NEP 

2-26 WEA TAEI. HA an A M A e E E 。 

FT EESE UNE EIE OEOSESEETECEUGECE AARI jA R S X n 


3 a 
3-26 WEIT, TACHE E JE— dE, ix BTQKEURLER EREDUARF EP. TAE 
EA H HH s 
5-29 证 明 对 粘性 摩 所， 每 一 循环 消耗 的 能 时 可 以 表示 为 ; 
W =- IE., à 
7 k [1— tojan) *]? + (25 oon) 


3-30 Eii — AER ER SMERE 0o, ARo WEAR EEA? 

3-31 Xfi, f$ — AFE ER HE H e G Aea E Y 26， 也 等 于 4/0 
(AAAs. S-66), H TAERE , ub HE 

XC 

E: 

$-22 iH Wf 5 — DÉPRES BERE Di AAAA ERATE 
i LO 55 Tie Et 7o 25? 

3-33 BE era B5 EE-EH REED. TAEHAE R FA EN 
JE 3& Xt s 

3-34 JIH Ed3-33Bg EE. k A EE BR ORE X Spock PE dz HE BRGMD dE Se B 7] 
FaysinetfEgHi Fife. D. EA at TE e? 

3-35 X PAHE. BERRE ER EJEA = Aet, RTE a F Bus 
方程 。 

-536 ibH]jó-c(fi— fi)/f.» xx Hf i REHAT tid EE EB GEN 
率 点 的 频率 。 | 


在 = 


4.1 5&5] 
当 一 动力 系统 受 测 一 个 如 图 4. 1-1 所 示 的 帘 加 的 非 周 期 为 
( 引 激 励 时 ， 通 常 不 会 产生 稳 态 振 萝 过 程 。 这 种 激励 产生 的 珂 应 


称 之 为 瞩 态 响应 。 这 种 振荡 是 在 系统 固有 频 府 下 发 生 的 ， 它 的 振 
幅 将 按照 激励 的 类 型 而 变化 。 


我 们 首先 研究 一 弹 赞 ~ 质 基 系统 在 脉 评 激 夸 下 约 A 应 ， 因 为 
这 一 情 涡 对 理解 更 一 般 的 煞 态 问题 是 很 重要 的 。 
Fir 


o 


图 4,1-1  3jEJ8] B CI 73 
4.2  Bknh AE R 
冲 基 是 方 对 时 间 的 积分 ， 我 们 用 符 导 瑟 来 标记 。 
会 = |rcoat (4.2-1) 


32122 T 3BL I, — PRH ARE, DECOR ACE JJ. EXE IET 
祝 分 古 有 限 值 。 这 种 方 款 之 为 冲击 方 。 

图 4.2-I 表 示 数 值 为 人 /es、 作 用 时 间 为 e 的 冲击 力 。 当 8 趋 于 堆 
时 ， 则 这 个 为 就 趋 于 无 穷 太 。 但 是 由 这 个 力 的 时 间 积 分 所 定 蒋 
的 冲 量 是 有 限量 。 当 名 等 于 一 个 单位 时 ， 在 极限 情 Le 0 时 ， 


P6 


这 种 力 就 称 之 为 单位 脉冲 或 6- 函 数 。 在 #=- EMEN) 5- 函数 用 符号 
6 一) 标记 ， 它 具有 下 列 性 质 ， 


ët- Š= 0 X] BDRSSCEBI, | 
d- E) — 4E Aa e H HJE = tH]; (4,2—7) 
[oa — Ext 5 1.0 对 0<E<eo | 

F F 


Fi) 


[| [ara | — j 


图 4,2-1 图 4.2-2 


i ect - ALE ARTEA Cn Bep 42-25. B5 R 
积 除 了 在 t=& 点 外 全 部 沟 零 ， 因 而 它们 琵 积 的 时 间 积 分 将 是 : 
| fat- bát = FCE) 当 0 «E«coo 
(£.,2—3) 
pq Fdt-ondo, ATARA FOE [loe PE ERA Bm 
MERER AARAU, Wu rtEIHHH mBgaedb. AAI 25193 Y tg 
EF 2g: COD UE COD EPI E. EL H BE SCIRE Ot db BERI BI Ha IR uii 77 f£: 


x 一 0) sino,t + x6C02cosa f 


因此 ， 初 始 条 性 为 静止 时 ， 弹 复 - 质 量 系 钳 在 冲 BbPBU KE n 
TF nis py d. 


x 一 inc, sin®,t {4,2—4} 


式 中 


27 


JE 
| B m 
Auc JEn, TM E IE SI: tE 
x= Xet”: "sing 1—£2? 6,£—6) 


着 手 。 把 上 述 初 始 条 件 代 入 ， 我 们 得 到 ， 


— OVE “Etat gi 2 u 
X 二 mo, 1f £ sin,” 1 — £?o,4 (4, 2—5) 


革 位 脉冲 的 响应 对 瞬 态 方程 是 重要 的 ， 我 们 用 专门 的 符号 
8( 让 来 标记 。 这 样 ， 对 钥 尼 或 无 阻尼 和 情况， 脉 训 响 旗 的 方程 可 用 
FHEARA: 


x- Pg) — (4, 2—6) 
这 里 ， 方 程 右面 部 分 和 由 方程 (4.2-4) 或 (4,2-5) £51. 
4.8. 任意 激励 


A i ok epa E Rs (0, mbRISEEESETETEREL UJ f OoB 
bb regu mz fxx5. Jud. REEE AIk 3&3 hk 
"b, AnEH4.3-1, MERHER IE = iR Ak e CH OE HS 
Sr) ， 生 的 强度 是 ， 

F= fE)AE 
它 在 时 间 é E -aA e B E A (C-—£5 TX, 
Hii 25, 
fID»AEg ~ 8) 

直 于 我 们 所 考虑 的 是 线性 系统 ， i s a SR A et Md" 
rice MAR EIEE 613g TERRENI GOPTHEBIUQgME, ^u 
可 用 下 列 积分 表示 ，; 


x) = | f (B88 -Ea (4.3-1) 


上 面 这 个 积分 称 之 为 卷 积 积分 ， 有 时 又 器 做 重 誉 积分。 
这 个 方程 的 另 一 形式 是 令 r= (以 -上 代入 而 得 ， 即 E-i-c, 
dE = — dT, 从 此 得 ， 
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7(£) 


|- ellae 5 


F 
lu 一 
"nd 


FHEAE 


MAAE gl ~ £) 


LÀ 
E 4,3-1 


«e - | fa- Dgr (4,3—2) 


当 上 大 于 脉冲 时 间 (比方 说 te) 时 ， TAR f2 (4.3-1) 药 
上 限 可 以 代 之 以 fj， 因为 积分 式 可 写成 ， 


x = 全 fig A-E) 4£ | fXG)8gQ- ££ 
a Ł b 


= | FOE (8—8)d& trt, (4.3-3) 


EER P, BTHE>t it = 9， 因而 第 二 积分 为 零 。 
基础 濑 励 ” 魂 力 系 统 的 支承 经 常 承 受 甸 它 钓 位 殉 、 人 速度 或 韧 
速度 钦定 的 突然 和 运动， 因而 适 动 方程 可 帅 相 对 位移 #= 交 一 
TEIR: 
g+ 2O, HORY (4,3-4) 
mE. EUEOL-F ik T E gud py A 73 3X a S6 A 28 AR 
A Kornit, F/e5 SHE — y3x 01589 du s BERE. 


T 
HTE ERTER AA E RE X. 
z= -fy (£)sino, (t — £)d£ (4.3-5) 


局 | ^ 4.3—1 


Ü&5E FPES PH EE GRÉEEOUCT An a.3-29 T8 889 Pr EK ERE p 应 。 
8. -iEJGMJOAS. RA: 


0.1 
Eg) 一 "S 


sino, 


把 它 代 入 方程 (4,3—1) , AP Jg 3 EE CELER. 


Fe "sino, ct - yag - Pe 
mO, Sine, Eg E 一 n 


XC) = (1-— cose, ?) 


fir) 


Fo 


Hj 4,3-2 PIERE We d s 


ix — £3 EB HH, WEA Pun EK 23 D ere] o cue: Bre T a 3E 
位 的 两 信 。 
对 于 阻尼 勾 统 也 可 以 用 上 述 方 法 ， 这 时 给 定 ， 


gŒ) = Re sin y J E o 
p, 38 Hl 58 — Bp 71 iX. ULLELLIGESL CFL 


T E " ra 
+ 2 人 天 十 全 和 一 一 -0 
$H 


这 个 方程 的 解 册 二 部 分 组 成 ， 一 是 齐 次 方程 的 解 ， 另 一 是 方 
程 的 特 解 。 在 这 种 情况 下 的 将 解 是 Fo zs， 因此 方程 的 全 解 为 


-* F. 
É 一 -Egi a P 一 一 
xii) — Xe Ssin(4^ 1—£5 G,$ — É) + E 


8p 
代入 初始 条 件 x(0) = x (00 0, WRA TENER, 
Fi "E o 
1 ern] 
式 中 
Š 
iE 


图 4.3-3 是 以 上 为 参量 的 砚 / 配 对 ou 的 图 解 。 很 显然 ， 关 有 
阻尼 时 ， 尖 峰 响 应 小 于 2 天 opR。 


[AES LIII 
$ GASES 


fs NI. LM ETT 


ZELUS 


图 4.3-3 "m" 


1/4.3-2 

FAEERE, TE AE Rie oH Je dp FA ERRA 
XE EE BK nj 286 XE BI: 

y (j= vet o 

速度 及 其 对 时 间 的 变化 率 a= o 示 于 图 4#.3-4。 
Wt. vEBLEkTDGE E= 0 时 是 从 零 突然 路 到 vo。， 因 上 比 它 的 变化 率 (或 
加 速度 ) 是 无 穷 大。 回想 这 样 的 关系 : Jadt = vt， 因此 在 i= 0 时 的 
速度 突然 变化 可 以 用 下 式 满 足 ， 


Ug , éd) dt = Vy 
HHE. 2 Ah AN iE N: 


y= v0) ~ 


0 pt 心 - 
£s 
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Ei 1,3-4 


di y GG ACE $2CA,3-52, 18. 
"I -2f | oC eU | sino, (t ~ £)4d£ 


= t {eT — 4.0, inco,t— cosm,t) 


1814.3—3 
— DRHE EA ROPISESE LA R m KAE HUS] 4.3-5 Bro 
的 每 隔 r 的 得 时 间 的 重复 脉冲 B. RGB, 
解 ， 每 一 防 冲 之 间 ， 系 统 是 在 固有 频率 ar= 7 k/m FOU Bid 
动 。 令 脉冲 完 后 的 时 间 #=0， 位 移 和 第 度 则 可 表 为 : 
y= Asin(o,t- d» (a) 


Ty 
e 


z^ , 
图 4.3-5 op Rx m Ei zB E A ek ny 


8z 


x Q, Aicos m,i + o) ( b) 
在 上 =0 时 有 :， 
TO) = Asing (€) 
200) = G,Àcosó (d 2 
T — RnB Bl — ZU S LEOTE BE He. 
LET) = dsin(a,v,; + D) ( €) 
£(T;)— m, ACOS pTi + d) (f) 


A dr E kn AAI Bj iP. PER AER I PR) kh fis XE EE E RR 
Aj PB/m, ROSDUEDSRECK LAEE. 

WRS TAE., MA — fp du xEBENHDrEhJ5 dE 
H. BiU. RERI TI EC 


Asing = Asin(o,T,; t $) (E) 
GO, Acosdó = o, Ícos(OAT; T 0) P. (À ) 
把 上 列 方 程 政 写 为 - 
sinQOo,r,-- d$) —sin$-(0 C6) 
— cosóz — 7 
COS(O,T; + h) — cosi z "Wy (3) 
我 们 注意 ， 这 些 方 程 可 改写 为 ， 
SO nts OT; — fi 
sir 7 cos (STi + )=0 uA 
OST; o f Onti EE EN T 
sin2**: sin ( > + ) =- (79 


因为 对 任 意 u, sin 2-— m HIBEAS TO, KRAFA 条 性 
成 立 公式 GO 才能 满足 ， 
cos( Sets 十 起 = 0 


$3 


sin 与: +e E 
因此 ， 方 程 CO EX 


DAT BOO j^^) 
SIR 2 20,mÀ (2 
从 此 可 得 到 振 贤 ， 
F 
A-——— or, (k) 
20 mSin —O5 


RARAHI F.-RA 是 有 意义 的 ， 在 这 种 情况 下 ， 等 式 
(RO ATARE: 


EE 2 (I) 


pil, WERRIET ERREAK: 


DaTi Tf, = 0,Æ, 2, 2N, NM 
2 i 
X 
F- 
Assine 1 
| 7 
EMEN 


TN NN | 


图 4,3-6 位 称 各 速度 ， 
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等 式 CIO Biwi, E P9] EX SECO ES DJ fet A: 
mf, Æ 392 IE .. 
f: 27727 2^" 
BESTE BEOSE HS HR SE E n T R a. 3-6, 
4 JE M H E F A E A rA TTIR HUBS, 


4.4 HREN ERA 
Ea DTA A E E E T aao CAEG 
TR Gika, BEATA., EE pP ia A T et A a 
REPARER, UEP ER- Jk BS. TER- R 
THEE — 25 f JE Pp 91 -F- E a E 083 P FH, 
F] 4,4—1 
5i[ EE A ZEE Ux COYI x COORU SERE - E CRESCE BH E D i d 
Tepr RTE y db | 
BR. EIEE JEGOR h BIB SE is EA 
mg t cet kyc EUÉ) 
HEARRE, 48. 
mFS) — XAOS — $ (003 cCxCS) + x(0)J + krls) = FCs) 
解 出 z(s)， 我 们 得 辅助 方程 
FS) O ns t e)x(0) tmk) 
3333 cs Hs + esd- R 
MARESCA M A (4.4-1) RER H o md 
Rah B3 yen HAS RET E BEES E. 
HERJE, 38350 5 ERUIT EAE E DE: 
ET 
Bis) 
AHAC), BOO ET, qmiBB5oNBEL— HEX ACGOSS. 
MRRP RRAIN A Ud 109 3) Pr US EL DCSE SIUE EA: 


as) = (4, 4-1) 


ris) = (4, 4-2) 
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FIOI 

xis) 

tci BDICRE BE M SP ng t e 


二 2{5) = gs” + ces +È (d, 4—3) 


His) 一 (4, 4—4) 


1 
z(s) 
和 经常 庶 用 如 图 4.4-1 的 方 框图 来 表示 和 输入 和 和 输出。 阻抗 变换 
ETUE REREAD, CELA EWA E TFA HAR 


t è +*+ mmn È è ẹ E È 


d^ TEHE EH H e tE, © 


图 4.4-1 SER 图 4.4-2 BE M HE PYER ES BC 


414, 4—2 

mEnE, Wg 4,4-2, TMAR h ALA, XE 
RA xE [25 I Ed RS CA ZI d Pr A SEU BS BIO, 
&r. 我 们 和 作 下 列 理想 化 的 假定 : CIO HE EARED k GN 
TARRAA LEERT E; (2) 精子 的 质量 出 附 在 里 头 的 
Bion. ELSE OH d BB PREX AER E et|BS 4E S ERIS UE]: 

(35 #4 T rp i HI ERE Bh dEB 5t. 

4x ox Rime Em HATATA, SEATER FAB, 

表示 箱子 从 开始 位 置 计算 的 位 移 ， 质 量 sx 的 一 般 运 动 微分 方 
Q 男 输出 与 输入 比 位 的 科普 拉 斯 变换 一 一 译注 。 


€ R.D,Mindlin. "Dynamics of Package Cushioning” Beli Syst. 
Tech., four., 24, July 1954) pp 353-461, 
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EE. 
sui + y) = — Ax (d. 4—5) 
oi = kimiki Z, JEN: 
x+y = -y (4, 4—8) 


对 于 mikate x00), £000, viO, $00, EMS Ae 
EU GU dE 


00040 — — 
5? + ms 


vcs) = ClO) +y) zt (20) + $4€0)J 


20830) (4, 4-7) 


s? 4-0; 
E Br] 386 38 6n. nf E BR 


xC — LxCOD + yCOX31cosa, — C0) + y(0)3sineo,f 一 


s 
-gE (4, 4-8) 
S^ 二 


Büxk3e (118 bx mScubmmysfr. AARRE ATA 
Aa HIRT E Ape y on B) E RS CHORBIXEBE RO 。 

自由 下 降 阶 段 的 初始 条 件 是 x0) = yCO) — x(00 - y (0) — 0, 
箱子 的 运动 及 其 变换 是 ， 


y) = ——&t*, ys) - (4, 4-9) 


把 等 式 (4,4-90 [CA 315 (4,4-80, FRAR REDRA, 
就 可 得 到 质量 台 在 下 降 过 程 中 的 运动 ， 


Yt) - sos ry 7 c arc cese) (4,4-10) 


罕 于 通过 高 度 站 的 下 降 时 间 为 和 = 2h/g ， 于 是 我 们 得 到 
了 两 个 重要 的 量 ， 


E (1 — coso,f,) 


xo) = 一 二 
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(to) = 一 -总 -sinents 
这 些 量 成 为 本 题 第 二 方面 即 逢 子 证 到 地 板 后 的 运动 的 补 始 条 
什 。 重 新 /规定 姨 描 的 了 时间， 咖 本 题 第 二 卷 分 的 起 始 条 件 是 : 


yG02 — 0, xC0) = -E (1— coso,2,) 


2 
R 


P= gtn £z0)- - -É-sino,t, 


n 


从 一 般 的 方程 (4.4-8), MER 1m S] D PR AED 


sÉ = 一 S (1—cosgO,Lj)cOSG,É + [Eta — -É sino, Jsinost 
= b V (1- eos9, 4)! * (A, sino, Eu)? sin(aut - d) 
(4, 4—11) 
p 
(1 — Cosyn) 
t = 一 一 一 一 4-12 
ang CO, f, — SIDO,f,) (4. 4712) 


A. 二 ev 《IT 一 cosa, t, )? + (OE, — sina, t, * (4. 4-13) 


它 出 现在 (9,2, 0) — n/2W], EAJ EER, 

XUI [EÉX&PBEYA&gSHE hR KI o — 7 25/g s MO. 08] 
ARA ERKE, düsine. Rl cose,6, Hj E 2E IUIS TR JE Ou XE 
零 ， 就 可 以 看 出 这 一 点。 图 4.4-3 表 示 了 有 =10，5，1，0.15 英 十 
E]. WEDA WDR fa = (7/20) V kim 的 关系 。 但 方程 

(4.4-13) hs 3EBHO2X,/8-—.X,/0,14 A8 F 912 S vg X 
Ou, =n 2h/jg = AlO (4,4—14) 
因此 ， 图 4.4—3 Aud £k ni bis de fi SR 8g 2c D] Sc gr ze 
4,4—4, 
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(s 


xj 


L 


xa 


RS) 


BETE bh t EY D ES M P3 


E] 1.4-3 


AA CD ER TIR 


Ed] 4,4—-4 
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4.5 HEW 


一 个 脉冲 表明 力 的 突然 作用 或 其 它 罕 变形 式 ， 它 形成 系统 的 
了 贬 态 咱 度 。 响 应 前 最 大 值 是 对 脉冲 严重 程度 的 一 个 好 扼 正 确 的 度 
虹 。 当 然 它 与 系统 的 动力 特性 有 尖 。 为 了 区 分 脉冲 激励 的 类 型 ， 
RARE A RECEBER GREER RIO 作为 标准 的 

工程 师 们 找到 了 在 设计 中 有 用 的 响应 谱 这 个 机 念 。 响 应 谱 是 
E380 2:3 1. 3171-9 9 1. [528 E NSEEECE CIT p E: 
不 。 央 此 不 同类 型 的 脉冲 激励 将 形成 不 同 的 响应 庄 。 

Hi^E wn py iE Jis ds Hs II ups pvc gh £x 38 ea fe SR EB. DIES EAR 
是 一 种 不 完整 的 信息 最 子 ， 它 不 是 对 脉冲 输入 的 唯一 定义 。 事 实 
三 ， 两 种 不 辣 的 脉 钙 激励 可 能 具 在 非常 类 似 的 响应 潮 。 尽 管 有 丝 
限制 ， 哈 谱 谱 还 是 被 广泛 应 用 的 有 用 概念 ， 

系统 对 任意 法 励 了 (让 的 哆 应 ， 曾 用 等 式 (4.3~1) 表示 为 脉 
np uy pee Cni X. 


当 脉 冲 是 由 于 支承 点 的 突然 运动 所 引起 时 ， 在 公 芝 (4.5-3》 
BS/CUJH-Y (O (支承 点 的 加 速度 所 代 桂 ， 妈 
ZG». $ |- 
(o 


上 
| y E Sino, E EdE 


v= | FEG -EdE (4,5-1) 
R AHE H HR BE YS SE. RATA: 
g(1) = -» sino, (4.5-2) 
这 就 是 说 ， 用 于 绘制 响应 谱 的 尖峰 响应 由 下 式 给 出 
XC) man -| 二 了 CS)SiDOntE — EdE | (4.5-3) 


(4, 5—4) 


mms x 


号 脉冲 激励 fO R- KORAKE ERSA ER, tiki 
TERTE, ARIRAMA, WORO 


he LI 


9 


TOO: Rt ETE 

图 4.5-1、4.5-2 及 4.6-3EOR — MC FR CO tg vu, Pep 
的 水 平 标尺 等 于 比值 6/T, BERRE- TEAKE, TERIH 
加 载 相 对 于 吏 止 加 载 的 动力 效应 。 动 力 系 数 --- 般 小 于 2。 


k 
E. üx 
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准 响应 谱 ” 在 地 震 情 况 下 ， 响 应 谱 常 可 方便 地 用 速度 谱 来 玫 
示 。 位 移 谱 和 加 速度 谱 可 以 用 速度 谱 除 以 或 溢 以 ov 来 表示 。 这 样 
形成 的 说 称 之 为 准 庶 ， 因 为 它们 共有 当 尖 峰 响 应 出 现在 脉冲 已 经 
过 去 之 后 而 且 运 动 为 谐 运动 时 才 是 正确 的 。 

速度 谱 被 广泛 地 用 于 地 震 分 析 ， 而 阻尼 一 般 是 包括 的 。 用 相 
对 位 移 z=x-y， 贡 阻尼 振 萌 器 的 运动 方程 是 ， 


z+ 260, t O= 一 (4,5-5) 
Imp (4.5-40 MFRS.: 
«zou | $GD ete sin Togo- 8 )d8 
(4,5—6) 
HAFIR T 


"T EUIS E 
ESI = ( OLGE) aga f (1,6) £-i 


(4.5-7) 
对 《4.5-6) 求 导 ， 得 速度 ， 


zx 


see. ree. 
x C OSIN 1—£5? Dali 5) 十 
FO 1— EE cos. 1] — EË GC È) Td5 

(d. 5—8) 


a-f YE)et ricos y ja E O.EdE (4.5-9) 
B= yiE)e nSin 1— 52 a,5d5 (4.5-10) 
于 是 方程 (4.5-8) HBH: 
- ELSE _ 4  -: | — xA 
st) = pop AE BV I-E siny TE e, 


+ [A 1—£* + BEIcosy 1— E? oi) (4,5-11) 
或 
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了 (了 一 pé A Bisin Z7 T- ot- 6) 
(1,5-12) 
如 果 方 程 (4.5-12) 相对 于 时 间 洒 成 图 ， 将 出 现 如 图 4.5-4 
所 示 的 调制 波 。 这 样 尖峰 速度 响应 S, 或 速度 谱 有 足 吉 精 度 地 用 包 
络 线 的 尖峰 值 形 示 


(4,5-13) 
F 
] 
fo 
Q HN f 
b" 
x 
B] 4.5-5 
EAT 9 fur Fe A IRE HE ER A PEE [LOS S , ADS PE 
MM 
X- Vims,. FA (4.5—14) 
| E |max = Onde (4,5—15) 


t4. 5-1 

IR Ed 4, 5-5 Bip zr BEP EE EHR A i AY ETER PRI a 9 JE PE JE I Sz E o 
EF. dép A BDEÉEGE RO EPTGNSPERREUE PGA AR, Ap O4 
Hi B3 Tf ELSE hs f$, 
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对 第 一 个 斜 线 函 数 ， 其 着 积 积分 的 项 是 ， 
f) = EFG) 


|. I 
ga) — WD 


Go. 
sina, np Sino. 


啊 A a 


x) = TP sino, (£ ~ £)d£ 
R Je d, 


= | 


P»( ed PL), ge 


TA AONA IH MURCR EAR, IRIT 
Ei 26 FERRE 53 pi. 


x(i)-- 全 [一 一 人 _ Sinot t) 一 起 ) 


A Íi A ub, 


ERAADA, £796, 的 响应 变 成 ， 


F o " 1 ! 
x4) = e x —*-g sin on (tt) | E, 
对 上 式 求 导 并 丁 它 等 于 零 ， 得 峰值 的 时 间 ， 
tan 6, +t» = Em d 


[x] 74) NE M. ADAC A. 3& 132p RI $8. 


sin «e, f.-— — (1— cos on f,) 


~ Sin @. nbi 
4/2(1-— coso EN 


把 这 些 等 式 代 入 s, [desde sis. 


(-—- ) .= b 1 2ü-esae.d) 
4 t-Em/O, AIRA A, WU D xX np XHOxp fir 通 成 图 
i.5-1 的 曲线 。 


F] 4,5-2 
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求 例 4,3-2 的 速 度 y G0 — me ?to 为 基础 输入 的 响应 谱 。 

Af. 相对 位 移 z(#) 徊 在 例 4.3-2 mex 
tolg 

+ (CO,E,)* 

为 了 求 得 尖峰 值 s BAREA ERE S 求 导 并 使 它 等 于 
零 ， 然 后 把 求 得 的 时 间 回 人民 到 zf 的 方程 。 显 希 ， 对 这 个 问题 ， 它 
的 结果 是 一 个 超越 方程 ， 必 人 须 用 图 和 解法 。 为 了 避免 数 宇 芍 麻 烦 ， 
我 们 将 用 不 同 的 近似 活 如 下 。 

对 于 很 刚性 的 系统 CEART RH ©, 10), Aim A E 
集 申 出 现在 很 小 的 tf 峙 ， 因 此 可 得 方 寻 中 时 间 训 分 恋 量 的 尖峰 
ÉA: 


z(1)- Ce ifn — Op Éa Sin Opt — cos On Y 


CI— OnE 1) — -Onto 
因此 ， 对 于 大 的 o. E. m MR RERET: 


vol, 
CE, 


HEC ~ 
12p| 1 十 (ON ML (GR, TPE 


Zp Voto 相对 Onto 的 图 象 是 等 轴 双 曲线 。 

对 小 什 司 ,或 很 软 的 弹 短 ， 输 入 延续 时 间 将 比 系 统 的 周期 短 。 
Cit. WAA mA 4.5-6 所 示 的 数值 等 于 vid O A a E ghk 
"B. EITI zC) gt 


ZEE) = vt COS OE 


| 
i 
$ 


图 4,5-6 XX E EE cn 图 4.5-7 基础 速度 输入 Y(t) = yerta 
Eug y i 
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它 的 峰值 基 : 


EFS voto 


用 这 些 极限 条 件 居 算 ， 便 可 部 出 响应 庄 ， 吉 图 4,.5-7 所 未 。 


4,6 WHR 


我 们 莘 要 地 接触 到 的 瞻 态 问题 和 响应 谱 已 足够 说 明 ， 即 使 是 
很 简单 的 向 题 ， 我 们 也 面临 了 代数 醒 难 。 这 样 的 问题 用 模 扳 计算 
机 . 解 是 很 方便 的 ， 它 对 和 解 党 微分 方程 基 理 想 的 。 这 些 计 算 机 也 能 
解 非 线性 问题 ， 对 这 些 何 题 的 解析 方法 或 不 存在 或 实际 应 用 过 于 
复杂 。 

烷 拟 计算 机 的 基本 元 恬 是 高 放 六 全 数 的 运算 放 太 器 ， 用 符号 
表示 在 图 4.6-1。 然 而 不 喜 要 详细 了 了解 它 的 电子 学 原理 。 这 种 放 
大 器 的 特性 可 用 下 列 方 程 表示 ， 

En 一 — He, (4, 6—1) 
rp AGAR. e. 是 控制 极 电 压 ，e 是 输出 极 电压 。 对 现代 
运算 放大 器 ， 放 大 系数 近似 于 I。 和 由 于 输出 电压 一 般 限 制 到 
+100 伏 ， 因 此 控制 电压 e. 的 数量 级 是 -— 10 IR. PBR GIE h 
EI ERAT APH RAA 10 安培。 把 运算 放大 器 与 不 
同类 型 的 阻抗 连接 ， 就 可 实现 微分 ，、 积 分 、 求 和 等 的 运算。 图 
4.6-2 表 示 放 大 器 与 一 个 输入 朋 抗 Z， 和 一 个 反馈 阻抗 Zr 连接 的 一 
般 回 路 。 对 上 述 回 路 ， 可 写 出 下 剂 方 程 ， 


图 4,6-1 BAARI lj 4,6-2 ie FERA 88 Ini RR 


26 


Ei EQ — $1. 
£,— €, — $ 6E gr 
i= frt te 
Ea = — HE, 
在 这 些 方程 中 ，#e. 与 和 8: 相 比 是 可 以 把 略 的 ， 与 各 和 sx 比 
PEPPU RERE, BE, A ests, ERA E N: 
£i = $7, 
— EU t rZ, 
EET 
从 此 ， 我 们 得 输出 输入 的 关系 ， 
eq _ — Z[ 
e A; 
这 就 是 模拟 计算 机 的 基本 公式 。 
(a) 这 号 最 简单 的 运算 是 改变 符号 。 邻 Z= Ra Z= 
Re FA (4.6—2) EH, 


(4.6—2) 


En = 一 R. € (4.6—3) 


加 RR:= R; 我 们 简单 地 得 ; 
Eg = — €; 
AEG RaT 图 4.6-3. 
CHR 和 如 果 才 于 1 的 输入 接 到 5 点， 如 图 4.6-4 Br 
zp, 则 tt/ 是 输入 电流 之 各 ; 
titt, tt =t 
LC 


MEC IN 
Ri, HR. BR. Ry 


输出 电压 由 以 下 和 式 给 出 : 
en 二 一 2i Ce; (4,6—4) 


in Rr rf EH JE EBIH^S, WERT BER 
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Ej 4,6-3 标尺 系数 RSR, mu 图 4.6-4 求 和 回味 


en 一 一 2.6; 
(c) & 2 如果 反 馈 阻 抗 是 电容 C， 如 图 4.6-5 所 示 ， 则 
面 路 可 执行 积分 职能 。 以 一 初始 电压 。( 0 ) 路 接 在 电容 器 上 ， 则 
电容 器 在 任 一 瞬时 的 电压 为 (回想 起 eu, 


Ëo 一 -到 | atento ) 


HE t= R, AH EAT Mj. 
e= -Re e; dit eCO ) (4.6-5) 


LA R= 1R, C= IA, RC -= 1 种 代 之 ， 计算 机 时 间 可 让 
Be HEURE TIERE. 

PARE e Coo Hm EMRE taR TPEPIBJPOS S dE 
订 算 前 先 接 入 。 计 算 开 始 瞬 时 用 继电器 使 开关 5 同时 打开 。 

Cd) Wo 分 在 懂 氢 计算 机 中 要 避 例 微分 运算 ， 因 为 输入 
IIEBOESXUDD E EUREOE ME ME 而 造成 放大 器 已 和 。 然 
mo WIEN ELA E h E a E n BEN 

Ce) 分 E aE JARRIAA ABEND M & ds 

P = Re, 
"ZHEI4.6-6 (60 的 符号 表示 。 
在 分 压 器 上 这 种 分 压 比 的 作用 只 有 在 输出 打开 时 才 有 效 ， 而 
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e. e1 
êz 
Eo R Fi 
(o) (b) 


do 00 上 


FE 4.6-5 带 有 起 始 条 件 的 积分 呵 路 图 4,6-6 JERS 


z mE Eh, AnB4.6—-5( 5,59] 18 Ha FE RER X3, 
| T +AA — k) 


Ea, = REI (4,6—6) 


Ab RORAHEGERRÉB. (BOR 然 ， 当 R/R,--0 M, e 近似 地 等 于 
Bero 

CÁO X 法 ATAU, WERA — p 运算 。 作 
为 一 种 方法 ， 图 4.6—7 Æa Y AHA fel E 3€ BE 5S —£8 73 Hz 28 JH 3E 
BAH na Earm, SE—p4RHRREJSEXE L1004R, EE E 
CE Fl T £s, 该 电压 将 与 eÆ, 


+O * 83 


EI 4.6-7 fu BEGRA Gm 
Tag 35 PLI EH E E — 2. E UA. [rü ES 4 EE 
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器 输出 和 输入 电压 e REM REO AE. HP — A HERRURTRLIBLTE 


HUY k, BEA: 
g= 100%, £= Re, 
消去 k, PA: 
— fifa JU 
£a = "gg (4.5-7) 


(8) 音 自 由 朗科 统 的 计算 机 号 路 “用 模拟 计算 机 解 单身 mi RE 线 
性 系统 用 图 4.6-8 回路 来 说 明 。 方 程式 表示 为 ， 


m+ czt x= EKE) 


1 —&1O) A. x [0 - 
Fit) F = 
ra 
四 OR ORNIT CL 


图 4.6-8 AHE RSIR ul 


把 它 改 写 为 ; 
1 
TM 
假定 第 一 个 放大 器 输入 为 x, 它 的 输出 E-i "5. EOD. 
全 、 国 三 点 的 电压 等 平 x, 它 是 上 式 方程 的 右面 部 分 。 广 意 ， 接 
入 每 一 放大 器 ， 符 导 要 改变 ， 同 时 。 分 压 器 对 2Eo。 和 au 进行 调 
z. Eagt (OM 2000 ERES HL HL ZEEH B] £ = 0 时 的 电压 。 
当 计 算 机 进入 运算 时 ， 开 美 5, 接 入 ， 开 关 3 和 SS 局 时 打开 。 
Cho) WEHRAR dndomnmd irke 45. GEGEN 
ERTE, WA, BIRARE GARRE 变量 的 比例 
尺 。 在 利用 计算 机 解 古 时 ， 由 于 计算 视 能 力 的 限制 ， 经 常 希 要 政 
变 比 例 尺 。 时 间 比 例 尺 要 政变 的 原因 ， 开 能 是 实际 振动 的 闫 率 对 


= 一 中 人 如 一 由 ,区 十 F(E) 


T00 


计算 机 及 其 跟踪 记录 来 说 过 高 。 另 一 方面 ， 如 果实 际 的 握 动 频率 

过 低 ， 计 算 时 间 可 能 变 得 六 长 ， 导 北 深 移 误 差 。 为 了 使 放大 器 使 

用 在 它 的 极限 +100 伏 以 内 ， 据 幅 比 傅 尺 也 需 约 变 。 为 了 最 大 的 

准确 性 ， 啊 应 的 峰值 应 限制 在 4-100 伏 范 围 内 。 
假定 对 实际 的 振动 ， 方程 是 : 


EO) + Cona (E) + Ox = ——F) —— (4,68) 


初始 条 性 是 x(0 ) 和 (0 )。 
如 采 我 们 要 改变 问题 的 时 间 比 同 尺 x2， 我 们 令 


下 (4,6—9) 
"E 1i] JR] Ex: doit X: 38 Hi: 
do — d g? d* d * 
up n di? dig (4,6—10) 
于 是 本 来 微分 方程 及 其 初始 条 件 改 为 ， 
2 + EOLA - dx) LOix(r)- lE) 


dx{0) 1 dx(0)} 


dt Ex di 
BR et, FERA BOX. 
d^x(T1) ALT) f On |. 1 ECT) 
+ 26 (75. sam dr < + {= ) XU) = — - 


re I 


» X, C0) = LTO) (4,6-11) 


(4.6—12) 

3X ii. HH 35s 25 5 Ed A M SES £68 Mos, pore |  — onra, JB EH E 
并 不 改变 ， 固 为 本 来 方程 的 临界 阻尼 cn-2ee. HADRON 
"EMO, = 20800. 

从 理论 上 讲 ， 有 可 能 用 计算 机 解 新 的 方程 并 四 本 来 变量 来 说 
明 它 的 结果 。 但 是 护 秀 到 关于 计算 回路 电压 数量 级 问题 ， 还 要 引 
起 进一步 注意 。 这 可 内 在 以 下 例 王 中 进行 最 好 的 讨论 。 
例 4, 6—I 


某 力学 系统 ， SIRRI E) = 2000890 RD. ERA Ted. 
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0,1 5$ + 4000x = 20001785 
PR AE. 
x(032 — 204E} /$b. x(0) = 0,253] 
Hr EDS LZ; $2354 i5 nT GS ARA ER, 
€ 4-502 4 40000x = 20000 
FEE ET E 
=" kim =” 40000 = —7" 
这 个 频率 对 计算 机 来 说 过 高 我 们 枉 选 Y= 100， 用 时 间 比 全 
R 100 来 降低 巡 度 。 把 作为 昌 变 量 ， 新 方程 变 鸭 ， 


d^x(r) xit) E 
4d r0.50———4. Pe r4.0x(7T)—2,0 
初始 条 和 忻 为 
CAk0 Z2 _ - 


RHES., ASMR RI O = 2 弧度 /种 。 

如 果 不 考虑 数量 级 ,下 面 图 4.6-9 的 回路 可 以 满足 这 个 方程 。 
但 是 ， 为 了 计算 机 给 出 可 靠 的 结果 ， 放 大 恬 的 输出 电压 不 应 超过 
+100 $R; (BIB BEAR. RIER, XA XER EI 


f O20. ! (4xO25v 


d*xtr] dx tr) 
| "dT 


HQ 4.6-9 ERARE xx iss SRI e] Eft 
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MAJ TETBGBEUBBORE. EER RRE E, Sep A ae Bi 
FR HEHA eg do EE i HI E E A AIE 土 100 [R. 

从 改 恒 的 方程 我 们 看 出 ， 阻 尼 将 最 终 消 除 所 有 振动 ， 最 经 的 
位 物料 达到 ， 

2.0 
WC) auct c OSR 

REMEHA, HOHE, EA GSC D De E E d 

海 是 上 述 值 的 两 倍 ， 或 ， 
(TYmar = LQO0XAEGI 
速 庶 和 和 加速 论 的 峰值 西根 据 谐 运 动 来 倘 算 ， 


( D) = [ OET) max = E E 


(EZG) = CNC) Das 54 Sep /Bi* 

如 果 再 用 上 述 最 大 值 来 考察 一 下 图 4.6-9 的 回路 ， 则 放大 器 
1、2、3 的 景 坟 输出 分 别 是 4、2、4 估 。 这 不 可 能 正确 地 从 这 个 回 
HERH. 

为 了 克服 这 个 困难 ， 我 们 这 样 来 改变 比例 凤 :， 了 xlt) l 
Xcb. ARIER RU AiR A., DT EAHA 100 RRE 
SR. qEf]4AxXATEUSO[R, ERS AJA ak0, def TR. 

d^x(r) _  ,,dx(T) — B 
207,4 7 - 107 5 T 80s(T) — 40 

对 于 接 这 个 比例 尺 的 方程 ， 可 了 歌 图 4.6-10 的 回路 ， 其 中 起 始 
Ha edge Ac 4395895 Hx HEESUS, BREL (CZx(t12/d:) = —0.20 英寸 / 
Pr. MAAR 2 Amt T- 100(dxC0r)/dro, €AH.: 
—10€— 0.20) = 24. RHE, JA Sx 3 HEt SIEH AR 80x 0,25 
-204R. 

现在 ， 放 大 器 3 相 诬 于 所 和 荐 望 的 最 大 振幅 为 1 英寸 时 的 输出 
是 80 做。 但 是 所 期 望 的 最 大 速度 是 2 英寸 /种 ， 放 大 器 2 的 尖峰 
输出 公有 10Cax/aTD) = 20 s Am or Ike EC SS 2 的 放大 系数 


[4 1,6-10 


IE, ev [ib 20» 
1 i l 


dt 
+0% 1 | 


E] 4.6-11 


为 4， 周 时 相应 地 降低 放大 器 3 的 放大 系数 ， 如 图 4.6—-11 Bp. 
加 速度 的 最 大 期 望 值 是 4 英寸 / 秒 :， 因 此 放大 器 工 的 放 太 系数 不 
要 改变 。 放 太 几 的 放大 倍数 决定 于 RC 值 , 当 有 R= 1 光 菊 ,C= 1 微 法 
时 ，RC =1。 同 样 娶 注 意 ， 这 些 改变 要 求 放大 器 2 AEREA 
2 AKI 8 £X. 

ALEPARXÉHHES, ixcGtgp fESLIBIBECRIÉTE— BU. R A A En 
以 用 不 同 的 回路 。 因 此 ， 对 这 个 问题 的 方程 癌 样 可 用 图 4.6-~12 的 


4.7 有 限 郑 分 数值 计算 


当 微 分 方程 不 能 得 到 闭合 解 时 ， 就 要 了 床 用 数值 方法 。 当 一 弹 
质 -质量 系统 的 激励 力 不 能 用 篇 单 的 分 析 滑 数 ， 或 首 这 个 力 是 用 
图 和 解 或 数字 表示 时 就 属于 这 种 情形 。 

AE ELA RIH R E M OI ES A EE ARA BN BIJTAS,. Gu 
HAKIME, AR Daa N E. REM, a-h} 
阿 阿 阳 可 使 结果 近似 于 精确 解 。 尽 管 各 种 不 同 的 数值 方法 很 多 ， 
但 村 章 具 考 忠 两 种 比较 简单 的 方法 。 各 种 方法 的 优 成 要 看 医 差 和 
步 又 是 否 方便 ,这 些 芷 很 和 多数 人 分 析 的 教程 中 痢 刀 讨论 过 了 。 e 

数值 解 众 本质 上 说 就 是 要 在 消 时 间 坐 称 轴 的 基点 上 得 到 一 系 
FIRAR RAAE, E, FE a A eP P ABO IU HE S9 
HBE TH ER., AJE KA, Xpy AXi AI W RT x AE 
P AP 


Xj. = F; IE + 1-5 - 十 ox ^p tU 


P$ 
z 3 
Er QE ES | 


2 
 &. Ralston and HS. Wilf, Mathematica! Methods for Digmiai Co- 
Pputers vlsIT IIi New York.John Wiley œ 5Sons.19562). 
* M. Salvadori and M, L Baron, Jeerical Miethods in Engineering 
(Prentice-Hall, Inc,.1952), 
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把 上 述 二 式 相 减 并 略 去 高 阶 项 得 ， 
sf yea — $4 1) (2 (4. 7-2) 


TRUE. 
X, x; ,— 2X; X. £2 (4,7—3) 
这 些 递 推 方 程 与 运动 微分 方程 一 起 对 数值 解 已 是 够 。 但 为 了 
开始 计算 过 程 ， 还 必 有 库 作 一 些 附 机 的 考虑 。 
当 起 始 的 加 速度 或 力 》 不 等 于 零 时 ， 报 简单 的 过 程 是 假定 
在 第 一 个 时 间 呵 隔 中 它 的 值 趟 变 。 因 为 数字 计算 机 中 用 8 标号 个 
方便 ， 我 们 用 1 标记 禄 始 值 。 因 此 我 们 有 : 


P 一 X; 
x= rQ3 zd 


(4.7—459 
Xa X, + aub r x At" | 


1t bxhJpRRrb 4b MER X. 是 从 运动 微分 方程 及 其 初 始 
[EL Re, 来 确定 的 ; 
ad Fap- Es fa 
FH HH MH 
然后 根据 等 式 (4,7-4) 求 得 位 移 *; 和 速度 并 把 它 代 入 E, 的 
微分 方程 。 然 后 再 把 xs 和 各 代入 等 式 (4.7-3) Ri s Wai 


重复 这 一 过 程 。 通 常 时 间 间 隔 4 天 一 ， 这 里 了 是 固有 周期 ， 这 


Eh BERNERS ANE. 

AFi MEHJ mE n T E. 7-l MARES HENS H 开 
H 7j ED, XX E EARRA 2 Lo E 9S — BI BIISIER = 1 
ASEO, LPRTL Hitsi, ERE dT 
FEE ARIJA, MÆ HIRR MCA, HA = 2, TÉ 


o L | 1 _ 
E 原 - 目 该 公式 的 第 二 。、， 三 试 分 出 dE. r.-—x.4f F a= zo Eid. 7B RD 
A,T-13B, 2x3 du f T dux —— TERES | 
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xu fixr 
xi) "Na 


HE: X 


I-1 


No, NLIS fias o 


l da-l 


5i] Ort EES) BEES 308 7; BE E TEES eR Ee A BS RN, i 
AR BUE HE rP "NO" [3] , CES XE 85] di ERI GE EELIVIX Er 1-9 IN 1, 
IE yI EMALI Hj. XX IP R FORTRAN FEF RIF, 


L n a O OU aX ”一 


FORTRAN PROGRAM 
= 1 

zÜ že fixi. titeit) 
IFI GT: 160 TO 30 
和 y a HÉT x, 
i 二 Ti GO TO 290 

20 xt.sm2x1—2x3 ta O 
IF (f=N+1) GO TO 49 
:一 了 十 
GO TO 20 


4n PRINT 
STOP 
END 


© 原 书 下 起 误 汽 ; #3 =28] -1 Xr- tř dt? 


FE. 
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如 果 起 始 如 速度 x,— 0, UA AES (4.7-4) 得 x— 0, Built 
这 个 计算 过 程 就 不 能 开始 。 在 这 种 情况 下 可 假定 在 第 一 个 时 间 问 
pF, MEERE ME D kil FERA RSE, TÆ a 下 


Xs = 1 + lt 


a EQ ler 


X, IE APA ast 
用 第 一 方程 的 上 代入 最 后 一 方程 ， 每 ， 


Z- 1l. 2 -( X. ) 2 
s= XQ 44 l[-€: 5*1 M 
7 J - 3 A G Al Fi 
-— 1 "HN "d FA 
= rar - Za) AÈ (4,7-5) 


VA x,—0. Jife CA,7—50 AA A e E 解 ， 即 
21e a 
N= dE 


xc (x, P. (4.7—6) 
4EA.87 SET ie ERER CEP KFA o 
$] 4.7-1 
用 数值 法 解 微分 方程 ，42+ 2000x = F’, A igat, = 


x,—-0, FCIRE 4,7-24 H. Fin 
8t. GAH HL SE DU E A FEL UR 00 
as? =- f 2000.25 igi ggg. 
» D eO QS t 
JT 
t= = 0.28 DEP 图 4.7-2 


XA. RARE. Sor URBES H A GS, Et - 
0.03025, WHT r/10, 
以 微分 方程 得 如 速度 为 
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| z= F) 一 500% 
bix = 0, RiT: 
x. - 1.x100- 0 - 25 
然后 从 方程 (4.7-14) 得 
x ,一 (25) (0,03)? — 0,0113 
Hix,— 0.0113 bz (€ A 4E 22; TEGK X. 
&, - (100) ~ 500(0,0113) 


= 25— 5.65 — 19,35 
现在 以 ja 及 代入 等 式 (4.7-3), €22, (dH, 
19,35€0,030)*— 0- 2€0,0113) + %, 
Xa. = 0,0400 
AREA Tair, Ys 可 从 微分 方程 计算 ， EF ri Hi SE 3X CA, f 一 号 
引出 %， 按 着 重复 微分 方程 和 等 式 (4,.7-3) 之 间 的 过 E FE 
到 出 计算 的 第 果 ， 并 在 4.7-3 BH T "my zb, 


0.05 


i È -LEEY 50nx E x Uu x 
t F 25 T $5 0.0224 n 
2 00s 25.0 5.55 12.33 iTA 0133# 
2 0.08 25 0 22.00 5.00 , 0045 Da0p* 
à 0.098 25.0 33,80 — 11.60 — .ü104 0733 
5 0.126 20.0 48.0 — 928 — .0252 ögg 
6 0.150 12.5 45. 80 一 34 一 .40309 0536 
7 由 180 5.0 30.15 一 25 15 — .022ü 0603 
a 0.210 0 2 20 — 2.20 .0020 004 4 
J 0,240 Ü — 26,75 26.75 0241 — .0535 
10 0.270 ü -— 43,75 43.55 0395 — ÜSTS 
11 0.308 0 — 40.95 4n. 9D 0358 — (818 
12 0.330 0 -— 19.75 19.75 ,0178 一 .0395 
13 0.3623 Ü 10.30 一 10,30 一 .0093 0206 
14 6.390 Ü 25 70 一 585.70 — .03921 QT14 
15 0.420 性 45.05 一 45,05 — .Q405 6901 
165 0,450 g pega 
HAI (4.77439 : s= ba Att =- (0,0225) —0.0133 
AREA (4.7-5): 35 — 3 t2; + dsa (5,0133) -F0,0174— 0.040 
in 4. 7—2 
用 数字 计算 机 解 弹 移 -质量 系统 对 三 角形 脉冲 激励 的 问 题 。 
fator Jj TRUM) 38 Zi TERT: 
0,5% d Gm g= FL) Fit] 
.> LORS 
X1 一 x — , 
IWHDEI ZR mdEREbHE.1-4, 50 
f. 系统 前 国有 周期 
2 T - 2290 O40 1 
D AIE ” 


| 图 4£,7-4 
EFE E ERISRERd6— 0.05, Ao A REI. 
Y--2FCt)—16x'x 


这 一 方程 与 下列 递归 方程 《等 式 4.7-3) 一 起 解 ， 
Wiga M EIU = EM AX; 


因为 在 t= 0 时 ， 力 种 速 虎 均 汶 零 ， 因 此 计算 过 程 开 妈 要 用 
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等 式 〈4.7-6)， 即 : 
y, < X,(0.05)*— 0.000417, 
x,- 2E (0.05) — 16z7x, = 50— 158x, 
联 立 和 解 之 得 ， | 


之 


3--8zr^(0,.05)? 
X, = 45,91 

以 下 的 计算 过 程 表 水 在 图 4,7~5。 取 小 =0.05 JT BS BIDS 
间 要 分 为 三 个 区 域 ， 了 = 1~-6 了 = 6 一 9 I9, 1&8 7 控制 善 流 
Te PH BU 38 mj. 

Fortran 程 序 可 用 很 多 方法 号， 其 中 之 一 表示 在 图 4.7~6， 它 
的 结果 列 入 图 4.7~7， 它 同样 可 由 计算 机 吉成 图 ， 如 图 4,7-8。 
人 性 越 小 图 的 曲线 就 越 光洁 。 

Hg Mixt EN DOSRHEZEIB EH]. BEXdBXx-1.97 XO. BI R= 
8 = 79, F,—100, WE 2158 4. 23 Hy] PE HE A RC HERH E R 
点 是 ; 


--) 1.97 X79 — 
( F, max 100 1.94 


f _ 0.4 


T 0.5 — 0.80 


4.8  ZHR-PEEHELTE E 


E-A RREA I BIAeCEAR—TBGPE 方 法， 而 
旦 结果 有 很 好 芍 精 度 。 这 里 简要 地 讨论 一 下 它 的 茶 本 原理 。 
zB SER. EI EL BER BE E t or EE. 


diy dx H i 
Hn FTE + C Ji TEX L PO 


4 y-dx/di, LADET H 
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5 


3 


A 


S3A^ 


g-A'F 图 


(X349 - (232 3 UJX 


NT 


mj;g CUM 


ü - 14V Q0S sld 


ON 


62-100 


o= (Hx 
Q -(4 
EIE 
-IHT t (14 2 UM 
SQQ = 
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1 SN 
I5N 
ISN 
15M 
15H 
ISH 
ISH 
1SN 
[5N 
I SN 
了 SN 
I5N 
1 SM 
ISH 
[SN 
ISN 
ISH 
15N 
15H 
I5H 
ISH 
ISN 
ISN 
15M 
I15N 
15H 
LSN 


ISN 
I3N 
TSH 
15N 
ISN 


则 ， 


站 1) 


人 


ra 


il 


VIBRATION PRÜBLEN 


DIMENSION X([25],DX2(25),F( 251, T£25) ,. (25) NARC2S) 
PI2-3.1415**2 


0T-D.05 
DT2zDT**2 

X[11-0,.0 

0X2113-0.0 

F(13-0.0 

Tí131-0.0 

Bt{1}=1 

nn 1 I-2,?5 

M IE 

TL D 2DT*(I1-1) 

IF (1 .GT. 2) G0 TO 2 
F(1]-500*DT*(I1-1) 
x(1)-(DTe*F(l) )/(3«B*PI2*DT2) 
OKAL: -?*F(T]-15*PI2**X[1) 

GO TO 


IFí1 In 53 F(IjS50O*4DT*II-1) 

IF (1 .GT, 5 .AND. I .LT, 9} Fí(1)-200-500*DT*(1-1) 
IF {1 GT. 3) F(IJ-0.0 

X(I32DX2(T-1;]*DT2-X( I-2342*3(I-1) 
Dx2(T])-27*F(IT- T6 *PT2*X11) 

CDBTINUE 

WRITE (6.3) 

FORMMT{ATHY J TIME DISPL ACCLRTM FORCE) 
WRiTE(B,4) LIET) TETI .X( T) ,DX2 (T3, FT). 171,25] 
FORMAT(3X,I2,2X ,F5,4,3X,F6.3,3X,F7. 2, AX ,F 7,2) 


PLÜTTING 


BO 5 I-1,25 
VARCT)SX(I)*IO 
CALL PLOTTLVAR, 25] 
STOP 

END 


E 4.7-6 


-5 - ft, X. y) (4,8—1) 
Eran VÅTE EREI xou oy np DLXGROSGENEIRGEO. A Ea 


Die -)^s( rmt 


2 
se CR) ae t e 


AIR SEJBSEOSEAE SE HUP] 7 Vr SSOERS JS EE XÉ. WEET 


用 下 式 代 将 ; 


T. j Gh 2058 EE ESI 


ACCLRTN 
0.0 


45.91 
75.33} 
73,97 
43.44 
-102,25 
-210.7B 
-234.10 
-165.01 
19.22 
135.86 
295.19 
277.98 
151.04 
-35.52 
-208.0b5 
-298.47 
-271.05 
-136.64 
51.72 
219.66 
300.89 
253.33 
121.83 
=67. 77 


poco 


cooccocoonogooutu 


+ 


" 
c wu zm 


+ F [3 1 1 1 里 LI 1" 中 


te 


-EvEwE-ET-ETETETETECRS 
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14 


X= X; 十 (2) D (4, 8-2) 


ys y (55 E (4, 8-3) 
利用 辛 普 生 法 ， 间 隔 为 的 平均 斜率 变 成 为 ， 


dy irg 4 d d 
v2 -«( C2), + 1e 2 «(n In 


(4.8-4) 
龙 祝 - 库 塔 法 非常 相 仙 上 述 计 算法 ， 得 等 式 (4.8~4) 的 中 心 
项 分 为 2 项 而 # 2#、Yy、j 了 四 个 值 对 每 一 点 了 进行 计算 如 下 : 


& y-E =p=¥# 
Tt, AM-—X, Y,—Y: F= FT, £, Y) 
^ 5 ^5 i 
a 二 #1 二 了 Xr =t Y Y =y HE, E! F= f(T:. rr,Y1) 
再 A 5 
Ta—tipbYy 全 XY Y. vy; FF; * F= f(T a, Aa, Ya) 
二 sm 十 是 Ay =x Y aA Y= y t EA F= fiT, -- " 
KR EL dE EXRERSA FERA 
Xis m +t YY + 2Y, Y) (4.8-5) 
- A 3 
Jii Wit rae Fat Fa) (4,8—6) 


我 们 回想 起 此 式 中 YY 的 4 个 值 被 5 RER R d/di, pu 
个 五 值 币 6 RE dy, di 的 平均 值 ， 参见 等 式 (4.8-2) 和 (4,8~ 
3). 
3] m 
4-1 ERAR- DE SES IUEKT T dafóug By Hi PG BO A a TAR 


4-2 


4-3 


4-5 


4-8 
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tany 1—£?7 otp= VI-L5:/C 

3E BÉ SENDER EHAE A FeR. ER E R UA FA E X 
* nh. 

Steakk m BEIM 

^ = exp (~ pum tan 

FIE BRE- C HAAR., 
üE Hi EH JE zB RTA ATE r ER E oR F Ae iia nep P 3] Ry B3 SE IRI i 存 
EXP: Osla =ni l-E? X 
HE HA RH 4-3 3& HE P5 e id e pez SUP 


NEL 


一 个 高 Ho、 长 大 的 矩形 脉冲 加 到 无 阻尼 弹 沈 -质量 系统 。 把 这 个 和 定形 
脉冲 看 作 是 由 两 个 阶 弃 脉冲 组 成 ， 如 图 P,4-5。 用 阻尼 解 的 登 加 原理 
SEE > fan B. . 


v L- E ) 


Fo 


BI P.4-5 


mR FG Burzi —J ER B SES538. "THO JEX IH BE] 383 
人 性， 证 明 它 的 解 必 是 是 如 下 形式 ; 


vE) = Xpt, + Ze sin o Ii f (E)sine, (f ~ £) d£ 


ur 9 ipo dz Ep EK ER; 3C P 3 o ACD Eka eO 9I T OA X gU 
EG, 
证 明 着 各 积分 同样 可 以 与 后 扩 和 碟 旭 下 的 范 数 关系 : 

4€ = f (A0) «V fdoha - dE 
式 中 A) db HU ET ER BS CEP WAR Pu 
fri.4439 B igi Duc BESREE-EDEECAGBEBOUS BEJIRER (4.4-D) ,. Hg 
AE PATE HELIBGIISIRCJbULIEBUS md. 


4-10 — 4- A BH Fg 9S - ME RR DR EER y 00 =20(1~ 52D 作用。 如 


T16 


58 2 Be ng p Wer Eo, = 10 秒 '. RRK DLE. 
4-11 —"TiE SEEK F p PH YEA E EA R AEF, d-i Ra 


图 P.4-11 


HE BR T B5) 86 ike 


二 ar 25. gin TÉ 
CE-)7 c uno n 1 Dono, 


1 Am 2f. . XL 
(F -)- TEES TT) (sin "e E RI 


十 sin2x I-A 一 Bia sin 23] 
1 


$c-6.H] 
式 中 o T-2-/o, 
4-12 XFPEJP.4-12BTzR [El — fa kB. pE ME mi kye; 
|| aF, £ T : i | i 
dim: (二 Fp MT — ) Quum fa 
|. 2F, Oo £4 T e anf, No 
s=5 | 1 Us 2ni, | 25in - (! 2. sin2xr 二 | ， 
1 
it 


= 2P, | T [2sin -2 -Lg ) -sin Emad- 1) -sinza x 
2x, T 2 OT 


x] soi, | ^. 
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4-18 —-T s EL- M BE 3E SEUAA —ÁIE A BISIHBIS S0? 的 新 面 下 滑 : 如 图 P,4- 
13. aK HCM ULUJT dá Bs fir en Rs JT dae P Dg e fo a 


图 P.4-13 


4-14 £5 | 4.41-2. 1] JROEUE GR SES SUA SC 10 Ai RAE MGE 
JEcPAR FEE GEB ESQ ABL. 

4—15 一 33.6 磁 的 重 物 支 承 在 一 组 联合 刚度 为 6.40 磅 /黄村 的 着 忠 上 。 候 定 
Amem: WEEE AAR m 的 最 六 位 入 以 及 
EKE PE SE fA 

4-16 — T BimEID HIR XOEGgLIHI HB. iSnEjP.a-16, TIED e) 4 
loe, Eh. (Ar A r B RAE 1.0 英寸 。 如 果 箱 子 意外 地 从 高 20 英 
"PAR PEE. (E 3RACGS A UE PER 

4-17 E]P.4-i7 Prom 的 强化 ~ 质量 系统 存在 座 仑 月 雌 ， 它 的 必用 就 是 一 不 
ERER. HREM. WEHR AE. 


Wn _ I ( 1 era — CO0, i — sineax 
1 n n Me HM! y 


3A, ELE; e S BE EAE 47 26 M TB. RE, 


- 


图 P.4-16 
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4-18 yEBH5j E 4-17 853 c eR eg y He. 


aimat —. 


LE 
; | l (1 NEL ) | 
px 二 i! ) 1 一 /一 e — ADU C 


1 =e Rafa o. 2E. Coo 
do YeR O Aj 
1 


| 


NE 

V1 C) 
Ho, LER ZZ {F Znas; Votis E HI ELE RE EL fi /I ms 
Ap ERG Bu e.g x XE d» fx. 

4-19 fEcIJER4-18'D. HAm 7. 
PFaaxc f+ Ii a xl 

Arq gix i84 mÀJgGoDUAAXESDE,. Æ EAH "77m. 18, 

Finax 加 HT af Zma 

mU. HU, t Data) (t ) 
E X n EL vi n bi FE mY. A Bia w E.M A AE eda e. 请 画 出 
FÉ mv,-0,0,20, 1.0 8 lm, zia /Ve| Æ Znar/ Voh 号 sf 的 关系 


曲线 ， 
4-20 WEHH4EHIRmE IH) E AIIE JE A nh Aa a Meg H TD zh Hb gb Xon dE 
P.4-20 


— smi to 
P, jus. ^ asn T , T <u. S0 


? 2—2» 0.50 
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4-21 WEAR P.4-213Ecn PL JA IE 2X c Hh Bg Y 2H. MER EM 0/0, 尖峰 
Eu 


ls P,4-21 


4-22 —Já pU f 3 SE —- DER GRSEIUDTq: - 16.088. [ED HOA 0.5f6. ERE 
20 箭 。 英 寸 的 脉冲 ， 形 状 为 三 角形 ， 时 间 问 隔 为 0.d40 秒 ， 求 质量 的 最 
Ki, 

4-23 WHARA ARZA R. 证 明 当 机 /T= 寺 时 ， 尖 蜂 响应 出 现在 
£—f,, ETAM TAHER 


2xi, ( i ) li (A ) C 2A, 
cos = 1.2. = 一 Č ELE UN " 一 CoL OX 
2 z É 0.5 QOS2t I d. 1 Q z 


x 0 
玉 式 是 根据 对 二 的 位 欧 方 程 求 导 得 到 的 。 三 角形 脉 溃 的 owe 应 谱 表 
mERIP,4-23, 
4-24 Spi dude SES ELE JS NI EE PS RESEBHBIE, NERO I gESGephy E i A 
TERT PED. HEDERA ae 下 列 积 分 ， 


w= E | since, | f (&)coso, EdE — cosm, t U / (Esino EdE, | 


APES R EAE BA ER a RR A = a 


BI HuHrs Tg. 
Acosh = o. | fB coso, EdE 


Asing = c, , ! f (E) sino, Eade 
Vel xp 27 £ EST Peppe pv Fido BE AAAG N S WE E E Pr OR EN) 
[pego 
lur ut JD» ixi. 


Att = -一 一 (m, £— sino. ty 
fi] atg 
XT 7» fo, 
Ex G) - L (sine,( — 21,» sino, + cosin €t — £4) 
Ir n" 


4-28 X — JG EB E 38 SE - Kt debe RE OR VA) II BE S RE — imp P.4-26 所 示 的 速 
BE pirit, uEEBIn3RJgahEHPEECES- 6.. DWbuppg dE TA A B: 


(nZmax 1 _ n E ço A - 
Fo . GE GILL 3 十 CNITPE wv. 1 + Cm fy’ 
着 画册 此 结果 。 | 


4-27 X[RE4-26, WAE >a, WEULRUN AR, 


Fi 


o 
o ^ 
FE] DP.4-25 图 P.4-26 
Dat - —ginmg, + —-L LL (eosm, (E — $L) ~ case,t) 
p i "T 


4-28 Fir Ee LAE ESSE SH 4-105 [8] I9] FE, 
4-28 用 数值 积分 法 求 是 4-22 的 时 间 啊 应 。 
4-350 得 出 一 个 解 题 4-26 的 无 阳 尼 底座 激 足 系统 的 复 氢 计算 机 团 路 ， 忱 验 译 
PSU PUB RE 
ye 260e7'71*, 90D —5001— 55 
.E XE BYE Ber FE RC IP, 1-39. 


一 于- 二 上 
| | 
xk BE NS 


e y-50ü0-5r) 


Ol O2 O4 0 2 46 lO 2O -O6€O 00 
HE] PD.4—-390 


4-81 -A R-E RRRA TP UAR, 
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4-52 


£c2r:-c-d00x20 

AA ireo —1.0sxEof, x(00 = 3 英寸/ 种。 用 系数 10 来 延 慢 计算 袖 
AFR, dew E EESL IRE A K FLUE ZH TEE ES XS. 
对 某 一 亲自 由 度 系 统 ， 冶 定 下 列 值 ， 

91—0,122588 - $b?/SESF, Æ = 6100 / iE, c-0,10c, 
请 选择 计算 机 时 间 ， 它 出 实际 时 间 太 500 BT, 5 EH AALE 
激励 了 (站 的 方程 :提出 适当 比例 尺 的 计算 机 回路 。 
dup: m8 3:3 a y O EROE RE Ra S A R Ee ^E EUN ECT 
3f VA BH Ana a = waa 
— RE sss. AA AERE Hika T io Æ$ qe ££, dm 
ERAM RAO = w, WV h/m ARAE Raa du. 
证 明 题 4-34 在 小 阻尼 下 ， 振 幅 将 基 在 i=1/f.6t6 3) x ZtxEWESXD BI 的 
im E HAS ELE Q7 6712 fü. 
假定 一 加 阻尼 的 系统 被 一 力 上 osirwm £r Ex gl t@。 是 系统 的 国有 频率 ) ， 
求 此 力 突然 穆 去 时 的 方 哗 。 证 明 ， 在 时 间 #= 1/ 六 上 时 振幅 衰减 到 初始 
t me? fis. 


HRE C F3 B E 系统 


5.1 #5 
1 RAE LARR aA, MARRA —d- HS 
E.o —BIBHERSDE FLA BI E 2s £59 085 3 BI AE Se 
AERAR NUT BSDCÓ IAS. AESEXEXX BP BD 35235 
— BIR, Gp eR 83 BILBO GEH B5. BAHEA A 32 
称 之 为 主 振 型 (normal modot. AEZ £51H ERARA PRI E 
EA MRAR p (np ERN, XEdT OU AB ATE PO E Bd — 8E HI 
KAERA. [HuniniBde zm dS. mix 
BTA RIRE E xx P8 1- A BS PRA IL E CK dB. 


5.2 主 振 型 扰动 


考虑 图 5.2~1 所 示 的 无 阻尼 系统 。 用 ou. oos ER IRA PE 
KG PS d Bp bp, WU EOD EA: 


Q 在 英文 文献 中 这 -- 启 常 与 natutal mode 3s 兰 ER. 4E 本 书 中 为 兼顾 原文 及 
习 懂 ， 一 律 译 为 “ 主 振 型 ”一 一 评 社 。 
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sie,— 一 h(x,— x.) — EY (5.2-1) 
DH = RÓX,— Ni) — Rx, 
现在 我 们 把 主 振 型 振动 看 作 是 这 样 一 种 振 雪 ， 即 它 的 每 一 质 
量 经 受 同 一 频率 的 计 运 动 昌 同时 通过 平衡 位 置 。 对 这 种 运动 我 们 


可 令 ， 


A (5,2-2) 
x, = Agi”! >- 
EE TN AE FORMIS h: 
(3k —o*m)4, — RA, = Ù 
(5,2—3) 


— kA, + (2& — 20m) 4, = 0 
AR FAARF TE, MWERA At BEW JE: 
(2& 一 O m) 一 加 
:— R (2R — 207m) 

令 四 =4， 则 从 上 列 行列 式 可 得 特征 方程 
8-(2 om) = 0 (5,2—5) 


这 个 方程 具有 两 个 根 : 


因此 系统 的 固有 闫 率 为 ， 


(D, - và; - o. 634. 
FPI 


(5.2-6) 


四 ,一 si = 2 366 Ë. 
TH 


把 这 些 关 有 频率 代 六 公式 【5.2-3) 之 一 -可 以 找到 振幅 比 。 对 


. A a4 
To9-0,034—-, 我们 得 ， 
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(F ) = 3 = -0.731 (5.2-7) 


这 是 相应 子 第 一 主 振 型 的 振 脑 比 或 振 型 形状 。 同 样 ， 用 @: = 
2,366, 我 们 得 ; 
oR mm 2—2 366 一 2 (5,2—8) 
这 在 相应 于 第 二 主 振 型 的 振幅 比 或 振 型 形状 ,我 们 可 用 图 5 2-2 B3 
解 显示 这 两 个 主 振 型 。 在 策 一 个 主 振 型 中 二 质量 同 向 运动 ， 在 第 
二 个 主 振 型 中 二 质量 反问 和 运动。 


(5 ) & I 


has 


uj = 0.634 uis = 2,5967 


H 5,2-2  BH5.2-13& 8t $9 HE x E 


jf 5.2-1 
HE5. 2-1 £m, 'B IHE AA SREE 为 4P， 计 算 固 有 频 窗 和 
振 型 形状 。 


A, A km Zi XX IE JPERAE Ug. 


wt Žo Lok + lara + 2#) = 0 


2 2 i 
V^ EREHE Soei 
Qiri 3 q.. g 1 
w? = ^4 C1 Fx) sy $- (1-- 5)* --3-Q 2n) 


HE 4L, n (EHI Tg 2n Fd (O,/0,,5* 及 (90,/0o,,)* B fi, JT- EU Fi EH 
5,2-3. H LAH 00)" JLF RTIA 
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Codm mE 54 XE 5 os By X X 
| 


Pe | (&, /t&0, 437? | (mam) 
0 | 0.50 | 1.6 
0,5 | 0.511 i i.641 
i.a i 0.634 2.266 
2.0 i MEET, | 3.550 
1,0 | 0. 6660 | 6.540 
10.0 0.6566 ! 15,83 
100,0 0.656 | 150.8 
ca 0.666 : cx 


图 5.2-3 国有 频率 与 好 的 关系 


现在 可 以 找到 任意 值 兰 时 的 振幅 比 ， 


e) = itv n-—2(09,/0,,)' 
A, y 


m) 2ltne-2(0»/0,)» 
z "u 
例如 对 # = 4， 两 个 主 拨 型 见 图 5.2-4。 
$j 5.2-2 
图 5.2-5 ET f BT 1E PSSEERERdEPG. HM TIESIDABT E 
def ELI URSEARSEÉOR, RER., 


"ITE 
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图 5,2-1 图 5.2-3 系 统 当 # = RA HE fe 2E 


E] 5.2-5 未 人 癌 摆 


解 。 设 反 时 千 的 衣 变 位 为 正 ， 对 摇 的 支 池 点 取 矩 ， 得 下 列 微 小 摆 
动 时 的 运动 微分 方程 ; 
mig = —wmEID, —ka?(8, — 0,) 
mi*B,— — mgiĝ, t ka^(0, — 0.) 
Q0, 一 A cesot 
8, = d,cosat 


mi A EE Ric ERA 
(全 ) =1.0 (Ay - -1.0 


E LX RE LIU MEJORES 2p ER 
所 型 时 两 个 氛 反 向 运动 而 且 弹 筑 被 张 紧 ， 但 它 的 中 点 TA 
(不 移动 y， 而 且 因 有 频率 也 较 高 。 
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f 5,2—3 

igo) 5.2-2 H Ro 12 UB ERA DRAA Eta FA 
z. Dit] 35 25] 359 BAHA EAA 3:3 7E. Anima E ed, 
8 (02-0, MEA] A TA: 


MORES E Acoso.£ 4- — Acoso,f 


B.C) = Acoso, — — Acoso, 


ZERAN EREDAGHIJSIRIS. WAW ERREPA. 
解 。 上 列 运 动 方程 可 以 改写 为 : 


u O — 05, L4 zo) 
0, (t) = Acos( 5 1 écos[ z jf 


二 a )tsin( s d t 


- 


8 和 = ~ Asin{ 


AHA, -0 48 7, PRIEO COFA 0:0Oo H AE TE a HE cos (Co, t 
0,)5/272sin (0; + 0,51£/2354b. mA ds RRES, 2—6 PT FR E Hi E 
i5. HFR TRA., BME E M —A BAe BH, 


f s.2-€ pe BERLzE dh 


P 5,2—4 

inBj5.2-7W)& BE. AEA ET m a ERR, 

k , 3A J A K k 

pu Gic 
a dx; 


HE] 5.3-7 


E -一 
Qc 
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CT £203 

CR) =1 (a) --1 
求 在 下 列 起 始 条 件 下 的 系统 自由 振动 。 

X160) = 5, X00 — x; C00 — GOD — 
Ht. £E— ELBIAR EDS] REIR D A EUH. XH Wiz 
位 可 ELSS RS. 

Z = dsin(o, t--a,)—Bsin(ie z-F v.) 

Xa = ASIn t P + Bsin(o-c 9.) 
Ex Xa xS A SED MEX o 的 主 振 型 ， 它 的 振幅 比 B] AiE 
Ay. 4/A-1, TEP-RA., HEA WEDIR., 
HEIL G: B,/B,--—B/B--1, C55 2E $ H48. +H 
MAA TEE FOYER TA A RY EE B3 Egg D EXE E R RJ rfe 
DA. DB. d. Tw. 足够 满足 四 个 边界 条 人 性， 这 些 边界 条 件 可 以 
任意 远 择 。 令 t= 0 时 (0) = 5，X2t90)= 0, RAI. 

5 = Asiny 一 Bainy, 
0 = Asiny, + bsinys 
EENAA. fF: 
Asinwv,—2,5 
Asin, = —2.5 
对 (2 NRF IRRE., o: = o0, Aa MAA E: 
4) — Gi Acos — 6D cosy, 


( = 4, d cost t 0D costis 


12 


cos - 0 或 1 二 907 
cosy, = D I pa = 90^ 


于 一 se E £+ 2,5cos4/ E t 
FH ?H 


X. = 2.5cosA/ > 1 — 2, 5cos 3h, 
TH 
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üt up DELIS SR EFE XS i: o o 
MELDE | cos / TEEN P NE f 


5.5 ÆRHE 
一 自由 度 系统 的 运动 微分 方程 一 般 是 坑 合 的 ， 每 一 方程 中 两 
AE ETE de. ERE- EDMPULTS, OMGGHRJBGRRE. MIRRA F 
到 形式 : 
MaX: 0 
Malk + Mecka t Ra x. + Rza% = D 
Ek 35 TR] ER E A So L ER 3i C2 
Hi, ho rd u Rs *4 Ü 
n. TS s j* C, Rai Agt | Ag ji 

本 
质量 或 亢 力 耦合 存在 。 如 果 岗 度 虑 阵 是 非 对 角 线 的 ， 则 网 度 或 
BUREEE. 

间 样 可 以 从 动能 和 位 能 的 表达 式 确定 耦 人 台 方 式 。 两 个 表达 式 
尝 标 的 叉 积 表明 了 耦合 的 形式 ， 客 竟 是 静 力 的 还 是 动力 的 要 逢 是 
ET PEREU hAm, rR EAE T ARRE, E 
tj JJ 3 er 9] LABI TE. 

可 以 找到 一 种 两 者 无 耦合 的 坐标 系统 ， 因 而 两 方程 就 没有 联 
系 ， 两 个 方程 可 以 单独 求解 。 这 种 坐标 称 之 为 主 坐 标 (也 称 为 
IE 5E pR) 号 

尽管 对 无 阻尼 系统 兽 可 以 找到 无 大 合 的 运动 方程 ， 而 对 有 了 骨 
Je 3& £8 Vid p. — Eo PAE DUESUDUDEURGROTSA BOTTES, 


(^ X S (^ Cig 103 
T 
TH35 o) lg. Cag Xa 


Cos 


‘Co m {o 
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如 果 上 列 方程 中 c1s = cst =0， 则 这 种 阻尼 是 所 谓 比 例 阻 尼 
(与 刚度 或 质量 矩 踪 成 比例 ) ,而 系统 方程 变 成 为 无 移 合 方程 。 
例 5.3-1 

图 5.3-1 表 示 一 重心 与 几何 中 心 不 重 合 的 刚 杆 ( 即 31,)， 凑 
HARMSE. k 支承 。 因 要 用 二 个 坐标 来 猫 述 系统 的 运动 ,因而 
是 二 和 由 度 系 统 。 党 标的 选择 将 决定 稻 合 的 类 型 。 它 可 以 直接 由 
质量 和 刚度 矩阵 确定 。 如 果 质 量 柴 阵 是 非 对 角 线 的 ， 册 质量 或 
JREF WREE ESAR, MEERE HRA 
存在 。 同 样 也 可 能 两 种 耦合 形式 帮 有 。 


— ue 
k mag k 
Lu ud kaik + Ta0} 
图 5,3-1 图 5.3-2 $57 4B cr EFI SER A 


BHEAS 选择 坐标 *x 和 8 如 图 5.3-2 ,这 里 x 是 质量 中 心 的 线 
性 位 移 。 正如 下 面 方程 所 表示 的 ， SE X EE IE T 
(kit Ra) {Eal 一 E.) Xx 
(a JG IE DAR NANI EU 
如 果 AJ.- kg, 则 耦合 将 消 搓 ， 因 而 就 得 到 # 和 6 无关 的 
Tus. 
DEE ARMA REA C. IJIGEIERTERHHOT RAHI RAE 
纯 横 向 移动 ， 有 即 ka= Raia H Xe 和 和 8 写 的 运动 方程 可 未 示 为 ， 


GL oo aep aT) 


Riki EPE M BE WROITAT US E67g 25102] A 
89713325 7158 à MREP AER — x1, 8032 8) 75] TE 74i 


[ FEIN C MINE (o } 
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XX BIS ZR ELO JR GEBITERE. 


ra — dl 


—- m 


Xe 


g 


C ^6 


Koix. * 148) 


[一 一 :一 一 


k4 1 


图 5,3-4 AE DHR A KIA iR 


f| 5.3-2 
HERS PXUXEBU SEA AEA HRR A E SIS ER, 
W =52200 hA SHER — A,-240088/3ER 


Jon £225.59 R — A,-2600mr X2 


y = 4 总 尽 £105 2 
RAISA B3 2 7; T. 


mixt RO) + kletig — 0 
JÖ- kx- Ol + katxt hO = 0 
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(rhon — Chl, — Raka) 5 - o) 


— Gal, — kad) Chl? + RES o fo) 
Ti 3g 5p p 25 PEU TTE A. 两 个 加 有 频率 为 : 
0,-06.909]& BE /1» — 1,10) / EV 
o, = 9.069 BE/ T9 = 1, 44)8] / EP 
xk Bj 3C Gen ELE. 


(4), = cM SERIE = — 3,063] 7I 


z 
振 型 形状 示 于 图 5. be 


(5) -1.09 英 尺 /弧度 = 0,2883 x] / E 


图 5.3-6 pis,3-5 XE ERU -E D 7E 


5.4. iE GEIB REN 


这 里 考虑 受 简 谐 力 Pusinet Sb Wes. 假定 运动 可 用 下 列 
4B Ac 2 EE: 
sm, Ü > "X1 Ru Ras Xi P; 
[ Jil, C) | Y sin ot (5. 4-1) 


BETRA: 


T34 


Xi X] ， 
f zx }sin l 
Aa Aa 


把 这 个 解 代 入 上 列 方 程 得 ， 


Ri) — nro 7 X F 
8 11 HIQy237) $12 | IE 1 j =d ] } (5.4—2) 
Rs { Aas v H1,00* ) A. Ü 


EX B BE inp HL EET mu 
ae» ( 2) 


用 LZc»»2-! SH3ESH. Ch, ER SE C 5. 


{ > 上 上 Zo) DEL adJi z X) (5.4-3) 


|... [Zo | 
BENEGA), f19|X Z) 可 以 表示 为 ; 
|ZG) | 2 enim, Co? onlo- a) (5, 4—4) 


A Be. a Ti m 5, iX EE d CODO, 4-329288 M, 


A (Ran 一 » —Ř F 
x. j 7 Ziy ( pn TU M. 


(b, 4-5) 
Bx, 
X = (Ras — 9,079) F 
A FO —09^)(]; —a*) 
(5. 4—85) 
y NN 
? 0 snymlo: —G*)(0: —6*) . 
4^ 5.4—1 


应 用 5.4 节 的 会 式 (5.4-6) TA 5,4-1 Bros Bg X Sk, dE rn m 
A Xf sinebl18g Bb. B HIE] EE EY HH £k. 
解 ， HARTE SB EMAA, 


aÉ pEi pia 


ak. RITAR, = igg = " Es 一 Ra = — Ë (I Rk /ss (02 一 


c» x, Hee Xa 
k i memi k 
| | 
| 
Fi Si caf 


Ej] 5,4-1 


3R/m, Mt XO.LA-BOMLE UU. 


(2k 一 210^) F, 


XI mi Sw COI Ey 


RF o oL 
moo? —o?)(02 —9*) 


为 了 方 恒 ， 把 上 式 化 为 部 分 分 式 。 对 广 ,， 我 们 得 ， 


(2k — mo*3F, C, C; 
miw: at) (OI Oy (e -e)'(»i-e) 


JH T C, Moi-on zi Ao so 


P 


HE, CoA ARo- atA o= o RAR A 


3 ë sqi/(0;—0;) 2 
WAX, 的 一 种 形式 ; 
1 1 
A= srt arca 


--. 1. _ 1 - 十 1 

^ 2k i ]-(o/o,) 3— ie | 

P d 2 -~-z 
oh LI- (o/o,)? 3- Coo,» 

频率 啊 应 曲线 示 于 ES 5,4-2, 


X ;二 
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J- x4 Ad X2 
k k K 
m 
F, Sin uf 


Kg 
图 5.4-2 ZA Hi HE EE BUS XR LEY 图 5,5-1 Wep 
5.5 E 1-1 


图 5.5-1 Brzx35 ROE GR SE Fu. mu. EPMA- 
BUS ZIEpACE—x, Bo kma CRIEN dE 以 使 主 质量 
"iie so x)*-. Fiut EM, 
Pi i 
9H. Hia 


同时 假定 是 谐 运 动 ， 则 振幅 总 ;的 方程 为 ， 


QN. — 
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DEN 
AR t -( (22 ) ] (5.5-1) 
Pe (airte (L 


图 5.5-2 画 出 以 睛 = m/m 为 参量 的 上 述 等 式 之 关 条 。 注 总 


Ol o2 O3 O4 O5 O6 OF OB 
质量 比 jy 
图 5.5-3 MAME HH m m AKARA 
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kaf ki =B (9.5/0, BTR ABERA, Am 有 两 个 
HAME, HESS S 的 关系 示 于 图 5,5-3, 

到 现在 为止 还 没有 讲 到 吸 拓 器 质量 的 大 小 。 当 员 =%ss 时 ， 振 
EX = 0， 亿 汲 据 内 质量 的 振幅 等 于 : 


X= = (5,5—2) 


Raa E O aAa E ~ 
ENHE HR ESAE XA NER MAEN — Ae 4S T 323 RAS Zr e 348 RSS 
JJ, BER. m dB AX: WEITE X. 


5.56 E CERES 


5.5 TAr [rg He de S8 DUTE — At R 名 = 名 时 起 作用 。 同 样 ， 
TE On 每 一 侧 的 共 据 频 座 ， 弹 簧 ~ 质量 系统 的 有 效 性 受到 严 格 的 
ER fil o 

ATAARE DHLA R A R, M HEEE e TH 
速 吕 的 ， 它 末 以 在 很 大 的 范围 内 变化 。 固 此， 有 效 的 吸 振 器 ， 它 
的 固有 频率 同样 必须 上 上 比 于 速度 。 离 心 污 的 特性 对 满足 这 一 目的 
是 很 理想 的 。 


F} f 


N rið +g) 7 


Ej 5.6-1 Hj fb fm x 
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图 5.6-1 类 示 了 离心 探 的 实质 。 人 已 是 一 个 二 亡 由 度 的 非 和 线 性 
系统 : 但 是 ， 我 们 将 限制 其 在 很 小 摆 和 前， 因而 减 小 了 它 的 复 
通过 上 心 点 取 平 行 和 垂直 于 r Buen, SE or UAE + 4E 
$6. MOMERT O 的 加 速度 和 天 相对 于 吕 扣 的 如 速度 的 K 
Rm. 
e, —UHRBsin$ — R cosd — v(Ó - 5*1, 


+ ARÉcoso- + Ré^sind$ +r + 6) j (5.6-1) 
根据 对 OUAR DETE, 94 
mLRËos + RA sinde + rË cr p)ir= 0 (5.6-2) 
假定 8% 角 很 小 ， 令 cosg=1, sing=ġ, IFERN E. 
&«( ~ g= 一 (全 ar (5,6-3) 
ERER T EAAS, im r A Ei: 
F —omURüa:oso-- Rë sind + t8 +) (5.6-4) 


ATHER EHIE FRsin gp, TEREA EIR-p, E 

得 第 二 个 方程 ， 
JË = mC RE RO 6 rr(8 Y Rp +T (5.6-5) 

ABIGÉAsAXSSLB8TddBu. 

fa BE o. 0 需 取 同时 艇 两 个 方程 (65.6-37 和 (5.6-5)， 这 显然 
是 不 能 实现 的 。 因 此 ， 我 们 改 汶 假定 轮子 了 的 运动 为 稻 定 旋转 # 再 
他 上 小 的 正弦 控 动 如下， 

9 = nf + D,sincotf 


Â = n -+ O coseicza 


8 = — o? p,sincx (5,6—6) 
于 是 等 式 (5,6~3) 变 为 ; 
e +( n) $= (^ r Jo*6;sinot (5,6—-3^) 


aA E ER B A E T 
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X, = Haf —-—— (5.,6-1) 


Palha —- -一 一 一 -一 一 (5,5-8) 


图 5.7-1 f$ BHIJi$: 


5.7 振动 阻尼 器 

与 对 消 激励 力 的 吸 据 器 趟 同 ， 据 动 阻尼 器 是 消耗 能 基 的 。 图 

3.7-1 小 不 一 种 内 探 类 型 的 所 动 阻尼 融 ， 一 般 称 之 为 虹 却 斯 特 

(Lanchester) 阳 尼 器 。 它 在 扭转 系统 中 得 到 实际 应用 ， 各 识 气 机 

和 内 顽 机 中 用 来 眼 制 临界 转速 下 的 控 幅 。 眼 尼 器 由 两 个 飞 辊 4 拘 

Bü.  KSbRPGEdU LE HA SD. RA UP WEE 6 BR MA i E E SEE 
b 中 存在 正 压 力 的 情况 十 才能 驱动 。 
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EEATT. IAES tien pEr. BIB, cu 
REAK (HT RRR MESEA. E-i Bua e 
zh. Bile pen A Gm) ER a EREE. H fe A EEI Be T 
Sizes. AE f SIDES H eJ o 

RE UE defa a BA EEERR A E AoT ES Mu y H 
AR. Wua, IXRHCRSEERMEIROUBURIB]. ER AERES a, Z5 
ARARA RAR WREKE EES IEJ A R ARR E 
HAF, MARRA ERIR TE. A mE Mn. BA RER 
BER FER EER- pE. ARE R E E SRI i ERR o 

RTH HAA — TA ERRE KETER S SR 
Wep. EE ADO GE RT y AE ER (图 5.7-2), 飞轮 将 
DA AE ER E T. O E E RA ER WO AE HE d 
AFERAT, J, WE J E KRAHE, mquvzmp E HEUI 
RI ARET. SIW EER E EEI, Xe BEIAGM 
M. 当 轩 的 速度 下 降 到 低 于 飞轮 速度 有 时， 飞轮 的 速度 就 下 降 ， 目 
如 图 上 记 表 示 的 。 

PH e Dr TOL ES] 23 s 


w= [Tae 7 | oa (5.7-1) 


式 中 @' HAERE., ISSRCTOEHSEBOGMIES 5.7—2 "B EG £E Eon Bg RR 
3E $4. PHOT EREETDPBDS AS Y RAU, DiI EHAR, BER 
KEJA HE E E REA EXT 49. 

显然 ， 阻 中 器 应 放 在 振幅 最 天 处 。 这 个 位 置 一 般 是 以 离开 主 
飞轮 的 加 侧 去 找 ， 央 为 节点 一 般 和 党 近 最 友 质 量 处 。 

非 调 谐 昨 性 振动 阻尼 器 ”和 象 汽 车 发 动机 这 样 一 些 旋 转机 械 ， 
HEIDA AUE TH, miatti i—i A bN 
BJ HE E so ARV HIER S A VE S dE xE SEC BS ES ES, ME Pur s] 
md. G BPL JEI IE GHJE t Rete Gd RH G6 5 PI 


各 J.P, Den Hartog and J, Ormondroyd, "Forsional-Vibration Dam- 
pers," Trans, SM E APML-52-i3(0September-December,1830) ,pp, 133-182. 


T4: 


效 。 如 图 5.7-3 所 示 ， 它 有 有 一 质量 .re， 可 在 充满 糙 性 液体 的 癌 柱 
EAH ES. IX 3A DE MEER A A A E BE Ar G BRI FE Pe TE 
— ER. BARLAR CHoudailie) IH J8 di o 


E 5,7-2 E o RA H JS 图 5,7-3 4ER 4 TEEHIBTE 


我 人 可 把 非 调 齐 粘性 阻尼 器 与 装 它 的 曲轴 看 作 一 自 出 度 系 统 
来 考察 ， ging cim px. Amde € EH JA RSS. Ayi E RE 
FTR RG 85/3 BED EH Fe A A EJ LAE M se * ? CIR IRI 
BH JE. 85-FH 3 H 36 FP. 28 JR] nn CBS EI E. ARE RES E ESTE 
轮子 号 量 由 质量 同 的 可 对 转动 速度 。 这 样 ， 轮 于 和 和 委 由 质量 的 两 
个 运动 方程 汶 ; 
JÖ K0 -c(DB -ps Mye n! 


(5.7—2 
J —c(06—09)-0 ? ? 
15 xE BEBE XE: 
9g :-6,20:7"! 2 
popei.: (5.,7—3J 
A Pon P EA dud. ERARA BET 7: $818. 
E: ce $09 p _ Mo 
(Us aji ; jez 了 “二 了 
mig 9 |o teo - 
( to" 十 ? Fo) 0 一 Fa D, (5.7 4) 


消去 P。， 轮子 振 有 版 的 表达 式 变 为 ， 
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LS LLLA LLL uu (m^ faci co) ^^ . 7-5) 
M. (etf. K-— felice wj (OK- Jaj) (479 
A O= K; j, B= Jal fs ii 5 ELE, RE. 
C, = 2f, 629. = 26 f, 
Eb. fedgJITUGE HH. 
Koal N T ER INN 
M, B (0/0, )* 1-0701) + 4G Ch (o /0,)! — (1 — 93/02): 
(3.7—-0) 


公式 说 了 明 ，。 KO. 好 [是 三 个 参数 5, BE O/O, 的 图 数 。 如 
果 中 保持 不 变 ， 把 KoM gg m (9/o0,) BGB EX 2S AA IS HH 
£g. UWDSPÉE— 5 fELES Du ZEE a HL HELLE. A dE (EE AS pn 2x op 
ALSE REREN IRE ES 0, Se cm AN, 5-0, 
J£ fig S] ECCE 26d eo, = RK/ 的 无 阻尼 系统 ， 丰 这 一 频率 上 
MARHA. HIR g= oo. M EEA ES ie TE 
量 运 动 ， 这 同样 是 一 无 阻尼 和 系统， 但 它 的 固有 频率 是 ， 

VEG + Jae 
ELi x EGS AS BATH FELE SEAH TEL, S0 Elo 7-4 Hp-38 2589 73 


Cn 
5.7-4 QAMARA iA iit eE ym SEP EO 


j 44 
—^4 HEBES. EEE B RIRI IE eo IX— 55 RonT DA M od dfe 
FEWR HEPA AI H D $3), AnEdg5.7—-5, 


mas 


KB 
Mo. 


| 


图 5,7-5 Eq 5 XC xp 


————— iL (5.7—1) 


eT LZ RODA MO(24 B 
TYEAREEBHGESR. AIRMEN EST: 


à, 
-o Tv 2/2 +8) (5.7-8) 


这 些 结 论 可 以 从 观察 图 5.7-4 Aia PD mH AAMA 
过 其 网点 五 而 与 5 值 无关, 因此 , 鸽 5=0 和 = 吕 这 两 种 情况 下 的 
KoM M, fiL fg 3 (5,7—80z5, miH, BE E py ph g 
ADE P A M HERRA $o BILD RRI] O/O)" = 2/(21-4H) 
代入 等 式 (6.7-0 J BE CFT H-A F AHE pm doe Up, 
EAE 5 ARAA. HH, 4 eE H F, 7-8 
m£EqESRRP-AERPXAER, ixJE—-T EH Jg HHE S TE HE 
UR deem HI FR TIR TA PU. 


A k Ka 6 
"E riri 


图 5.7-6 JE BH JE A 
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5.8 旋转 轴 的 陀螺 效应 


Ron fam gium. IpXtEcRfBPZ—SEgp 
^E. Bub, HEsrixIEIdAUfBQBS-A4- A p HEGIES. 3£di DEPT GE 
5,8-1 Br zx Bg TE GROB dl 4e Rg46 T 3 vs BB XR. 


gin o 


rosg 


Ej 5.8-1 PERA 


如 果 轴 的 转速 A e. qDIECETG m Hei 6E JB) 2ri E 
msin9 和 @cos9 , [5] IE d 3x tk 75 mAy £i oir EE 7 sine 和 9cosó, 
Hp. Ja ES ER S RI ESL A EE, 

jexXx Eb OCA npiese ET comp, WE Bpoy erg 
HE: 

H, = f ,0cos0sinB — f æsingeosg 
= {fp f)cosOsing (5.8-1) 
ip Au Bp SS BEF E DA E BE oo pei, Me EAA IDAS CT 
Hn Y H Xe F d3 o Bg HAART, Emt MAER E AES 
HA: 
M=- H,O, {aD cospsing 
——(f,— f,)99,0 (5,8—2) 

为 了 考虑 此 时 轴 的 搁 曲 形状 ， 我 们 可 以 写 出 轴 端 的 钞 度 和 倾 

Hf E. 


Dp z 
W I AE +AT- SEJ 
(5,8-3) 
j2 
Bf oap; ^d EI 
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BE. MAJARA EH T TER E Ma L3 qu AA [i23 487^ AEn 
HEMMA EmA, F. M EERE Wim EE AASE, 7] 
五 就 等 丁 moiy, MÈ PE UISSB—CI.—7u4996. Bj HSA 
(5,8-03) 4b. 


y = (moi AZ Jy -[us- 099, r- je 
T (5. 8—4) 
0-(mei-sr Js - (C72 Jo, -gr P 
对 于 一 个 失衡 的 轮子 或 贺 盘 ， 我 们 曾 在 3.4 TIE e pe t H E 
可 能 等 于 ， 这 样 ， a 


(1 ^E! [asus Ja) o r + 


+ (ma: r A UeJoc- T ]-o (5,8—5) 


对 于 这 亿 于 薄 盘 的 轮子 ，Jr= 27。， 因 此 频率 方程 简化 为 ， 
12EI mii” ; 12 Ei X* 
mj D ( 3 -ja m "y [2 ED (5.8-6) 
HAREHARRI REA A RE. 
Oy =y BEI mi”, 
ex nf ERETT ENG A: 


4 十 


4 
o* qoi -z--1i)s'- eio (5,8-7) 


LE 


式 中 z= 37, mPa ECETEJESS OH. (0/0) 与 的 关系 表示 
1E R5,8-2, XU T ARCA Bge(e. w O/ y 近似 等 于 零 ， 而且 系 统 的 


BA En T FANE: 
=y J2EI/ KE 


5,9 数值 计算 


ATT RETARDER DIE SMEREH HAER. É 
3378 F 90r] RA S: 5s BB E R FR ET. BAFIA HR., 

ERREA pA 5.9-1, A TE 0E MP Bu SE alL RIS 
X. yXRR UE TR. 
k,-3200 En 
Á.-—100  mB/SAGL| 
£050 qS AbT Ent 
m3 一 0.20 H-P 
下 二 100 E (PER) 

(7 Mp O 时 

F=F i>i 


El 5.9-1 


初始 条 件 ， 
X —x-y-y-HPF-0 
ELE x. VAJE on Em NB. 
运动 方程 是 : 
0,502 = — 200x + 1006 y — x) 
0.205 = — 100€ v — x2 + 100 
ETHAN: 
x= — 00%+ 200v 
y —500(x— y +i) 
LET TE E04. T A ER E H A E ARE 


Kisa = y, At 十 4X,— Xi, 
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Viri = ict + 294 — Visa 
为 了 确定 合理 的 济 ， 我 们 注意; 


i 20,  1,-0,814 


M, 


Hà 222.4, Tae=0.280 
Hs. 


ATRA = 0.020$7. HB TEXXZT ABA 速度 = 0，, 
y= 500， 这 要 求 我 们 对 ?使 用 等 式 C4.7—40, Xp ox EB e oL 
《一 日 )。 Jg y, —50D, 我们 有 : 


ya —2-(800) (0.0202* = 0,10 
RX Pt e ELS CERES ff F9] 77 RE 


6 
£j;— — 600xg + 20D y; 
以 第 一 式 代 入 第 一 式 ， 消 去 x i8. 


X. 33.33 v2 AE 
* 14100407 


计算 流程 示 于 图 5.9-2。FORTRAN 程序 表示 在 图 5.9-3。 计 
算 铺 果 昼 及 zx、 yf om U,E5.9—4, 


l . 
Xy = ——— Xi 


" ISN 0002 DIMENSION X (40), Y(40, DX2(40, 
DYZ (40, T40), J(40 

ISN 0003 JC =i 

ISN 09004 |. DF - 0.02 

ISN 0005 DT = DT**2 

ISN 0006 DX23(1) = 0.0 

ISN 0007 DY2(1)-500 

ISN 0608 XCD-0,0 

JSN 00098 Y (0 —0,0 

ISN 0010 T 20,0 


ISN ogil Do 190 I= 2,40 


ISN 
ISN 
1SN 
ISN 
ISN 
ISN 
ISN 
ESN 
ISN 
[SN 
ISN 
ISN 
ISN 
ISN 
ISN 


ISN 
ISN 


ESN 
ISN 


BILET) 


0012 
0013 
dord 
0016 
0017 
0018 
uD19 
0020 
0021 
0022 
0023 
glz 
0025 
D026 
0027 


0028 


0029 


0030 
QOSI 


a0o 


i00 


400 
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JI) -1 

Ty -DT*(I-1) 

Ir(1,GT,2)GO0 TO 290 

Yt1 -DY»([1- pD*'DT2»/2 

X0» 233.33*Y (D "DT2/ 01 + 100* DT2) 

DY2(1) 2500* (X (D) -Yi t D 

DX2 (I$ = —600*X (D + 200*Y CD 

GO TO 100 

Y()-DY2(u-D"DT2-23*Y(1-15 -Y (1-2) 

X0)-2DX2(I-1»2'DT24 2"X(1-12— X11 — 25 

DY20) 2500*(X (D —YOD +1) 

DX2:1) = — 600* (1) + 200* Y (1) 

CONTINUE 

WRITEC 300) v 

FORMAT(50H] J TIME DISP X DISP-Y 
ACC-X ACC-Y) 

WRITEO;,400 (JOD, TŒ, Xd}, Y4D, 
DX2(D, DY2(D, 121,40) 

FORMAT(IX, I2, 2X, FT7.4, 3X, F6.4, 
3X, F7,4, 3X, F5,2, 3X, F9.2) 

STOP 

END 


图 5,9-3 ibi BS Fortran gy 


0.20 


Qe OED 


时 但 ( 和 和 3 
图 5.9-4 
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Ati-0,.02 
y(1)—x(15—z(1)-—0 
y( 1) 500 


| 


uw 


Dzat | 


—l DO /72,40 


| A. ——— 9 . næ m: 


| D7 A ED - DAC £250 —1)—»0—2)| 


| | 


-— 一 一 — D. L————— ————— o -一 一 


(|. 33,333 At | uu 2 -— 

| x r= LF I xja At +21) x(1-—2) 

_ | 

CI) 50x (2) vt | v(r- 5000s t+ 1] | 

一 一 

(= —800s(1) 4-200525 | (7) —600x( 734 200r(7) | 

图 5.9-2 

a 5.9-1 
J TIME DISP-x DISP-y ACC-x ACUC- y 
1 0,0 0.0 0.12 0.0 500 . 00 
2 0,0200 0.0012 0.000 19.23 450 .64 
3 0 0400 0.0103 0.3803 63.00 315,00 
4 0.0500 0.0472 0.7865 128 99 130.34 
B 0.0800 0.1357 1,2449 157 55 一 524,59 
G 6,1000 0.2913 1.6315 151.53 — 195,09 
T 0.1200 0.5114 2.0400 101.14 —254,27 
B 0.1400 DO 7720 2.2928 =A GF — 260.37 
9 .1600 1.0368 2.4414 — 130.18 一 205.32 
10 0.1800 1.2315 2 5080 — $40.88 — 145,26 
11 0. 2000 1.3478 2.5204 —$64.58 一 £868.31 
12 0 2200 1,2363 2.4983 — $362.10 一 81.02 
13 0.2400 1.2039 2.4438 — 233 58 — 119.9 
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BG 
J TIME DISP-x DISP-y ACC-x ACC- » 
14 Ü GOJ o ST5l 4.3413 — 1184.61 — ]31,650 
15 0.2800 ü T6495 A2, 1652 i6.31 — 280.55 
16 a, 3000 0,4352 1, 8988 118 30 — 241.25? 
17 ü. 3200 o glg 1,5383 179.37 —152.42 
1g 0.23400 D., DESS 1.1135 184 .a1 一 ž4. %65 
Hs 0,3600 —,h]23 (.6788 143.18 151,37 
zuÜ 0,3300 — i113 Ù. 3057 79,95 351.47 
2l 9.4000 一 .0184 0.0651 24.04 438,26 
22 0,4200 G 0242 ó. 00785 =D, 97 1858,20 
23 0. 4400 0.02641 9,1428 14.10 433,22 
24 0.4600 6 0543 0.4671 69.80 293,59 
25 0.4800 Ü. 1055 i. 06018 li6,435 Ig2z.31 
26 0. 500€ 0,2052 1.3775 152.36 一 B&à.13 
27 ü 52046 0.35650 1,8137 144,76 一 四 人 
28 v. BAGI 0,5826 2,195592 44.23 — 293.29 
29 0.5600 0.8339 2.4023 — 19.90 — 254,18 
30 6. 52800 1.0773 4.52.8 —142,03 (c ZZZA.24 
21 HR 1.2639 2,502324 —241.55 — 144,24 
az ü 6200 1.3513 2,5252 — 305.73 一 $6,97 
da ü, 6400 1.31984 2.46343 — 297.19 一 73.43 
44 0 b600 1.1827 2.21720 —223.20 一 104,68 
45 0 E800 0.9196 2.42589 — 104.01 — 159.61 
36 D 7O Dn 6350 2.0419 27.2317 — 203.43 
ar 39.7200 0,3513 1.7535 135,50 — 201,08 
28 出 7400 0.1420 1,4047 195.74 — 131.34 
30 0.7600 9.0010 0.9933 198,09 3.82 
4U 0.7800 一 05908 0.5235 153,£29 177,83 

M 题 
pA P .5-1 系统 的 运动 方程 ， 求 夯 有 频率 玉 振 型 形状 。 


求 图 和 .5-2 条 筑 的 主 拓 弄 和 掺 率 ， 人 = TIT。 

根据 题 5-2 的 系统 ， 求 加 有 频 党 与 % 的 关系 函数 。 

RA P .5-4 系 统 的 固有 频率 和 振 型 形状 。 

REAP. am dup XE RK, =E J.-2/a2 THERN, 
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E P.5-4 图 P.5-3 


5-6 MEMS RA hK, =0, MEKE Ho Ai Eg a mM 
— BH AER. Hie RERE G AA E S e i E rE m -a BL 
A Sz.uEgQix-- 34€ HE $8 = 0-0 EETA A G hE, 

5-; RKAP. STERR XR ER IJ Bad ong 29 E e H3 EEEH R, 

5-8  — "AZE HR 7750, 0001518] PAL 7T- 38H. FERE RE 29. 16,000 EB /3& p E SE SS 
RÆ GROSSER AGIR. 


535 us po 


EERU K 


Ea) I',5-7 Fg P 2-8 


5-9 TEEIP.5-8BpPERAB BRBURMPTE, REEDE., HE R H R A R HH 
F3 IB. 
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o= Y- rv 


JER i R ra, TE AZAR E AG. 

5-10 $E jS Bum uH A e E A h a E R AED, 0 AAM 

5-11 Aim AmA A ATS E, mA P.s-l1lfzEPREDUEGSSE 
PHBI EIEE KOT AE, GEN AE BE JER Ba a A E o 


5-12 5-1] PARMA RA, EAA B7 ag a 
w= Tm sy ilm 
请 指出 这 坚 主 振 型 的 形状 。 
5-15 frEi5-l11'Jp dle). =27, m = 刘 ， 求 主 振 型 的 频率 和 和 振 型 形状 。 
5-14 图 吾 .5-14 研 示 的 扭转 系统 旧 下 列 部 分 组 成 REAK A., ERA 
*z、 慨 性 撼 为 六 的 输 发 ， 刚 度 为 五 :的 四 片 强 得 ， 半 笠 为 民 、 司 性 OU 
J :的 外 输 缘 。 假 定 轴 的 一 端 回 定 , 读 媒 出 所 转 拍 蔓 的 运动 征 身 方程 ， 
ur ER 33 sg 7r SE B Oy 


l, 1 
at 一 (o5 T O o, toy 9 jo? 十 t Ena 一心 


X pe, ido: BASS, t H Fak s 
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5-2D 


5-21 


5-22 


5-25 


HIRE E HE, mA P.5-15, sK E PROMIS EDI 8 REGE BI 3 zh vi «E 
如 何 开始 。 

jj—19.3X|, mg-3.86 mj, E£-2.089-3xop/ "LER. Rae T 
0. 0:-04,7Ff e, 3b Hr 55 o E A T EHI iE Gh 
fcx X. 


i P.5-14 BJ P.5-158 


J&d 2-4 3& Em 4b Pr 5 tà $8 BAE FES A i, x10 — 4.2.0 = 
Yi( 0 7300) 70, 
-SR 2 dE M. TA aR a Sp OB JP RH RE mU. £.€0) x20) X, 
£100 22400) = 0， 求 运 动 方程 。 
EHES-128f£E B FEET A. EER 4 RM) iE Rr: (0 = 下 ， 
求 方程 。 
WMR 5-13& 5E RE P rius AAEH DELI. w (0) = 0,Xz (0) 二 1.0， 
RUD —2:(0 —0, 证明 它 们 的 运动 方 简 基 ; 

X102 = DdA7TcoOsmt — 0, 447 cosa. 

Xa (H) —0,722c080,f 0- 0.27 86080,? 

O= 0.382R/m > 05 — 1 2.818R 931. 

Xt FEÉBIP.5-20h93g 5j frfjeg 5 56 pRRRTTHEIS Ef. EGGS M 
REOR RUEGR, | 
根据 图 P.s-218gX E. AmA mak HA ERU. Hit, AR E 
AAs A, RERE HEE REER, 
AnIiRIEXN 5-21'R. APRA En AA x. BEA O. HERTHA A 
方式 了 
HL ££ E) 5-9 Fl 5-10 Hy XB Be JE zX. dH ih 5E—B A fn BC G-CEIS G 
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; Fi ETT 


$ 
-| PT à 


图 P,.5-20 图 P.5-21 


形式 。 
5-24 E] P.5-24xm fr ATE. Er T yjet: 
IWF = 35000 k,-— 2000 磅 /英尺 
(—4.AX RS R.—240088 / XXE FI 
上 一 ,英尺 r= iR = HOARE 
UK GE dE CB G8 a E a1 ux. 


图 P.5-24 


5-25 —-P KALILE EA darb ise. ARTA m ATUSPPSE mEJICCL. «n 
图 PP.5-25。 WEM p ETE RARA R AERA REN 
zr korr. 

5-26 RE P.S- RADA MEER TU CE ICE. RASNA: 

m,223,86$3 &,-—20p io 
m,.7—-1,9385 Á,-—108/XE^f 
当天 ;= Finotti 3E PESE T SEJP IU p 5e /o , 1 的 关系 曲线 。 

5-27 一 个 转子 安装 在 克基 上 , 安 可 在 一 个 平 克 内 自由 转动 ,如 周 P .5-27. 
转子 相对 口 点 对 称 ， 其 有 总 质量 虹 和 相对 子 息 直 于 轴 的 中 心 线 的 总 屈 
E Jo METRA O 点 为 8 处 有 一 小 的 失策 m», RRA co BE OH EI 
方程 ， E 


756 


in- " 


Fe 


El P.5-25 E P.5-26 


5-28 一 个 两 后 建筑 如 图 P .5-238 所 示 ， 是 一 集中 质量 系统 ， 这 里 


1 1 
Qa T». Ha, = 7» Har 


请 证 明 它 的 主 振 型 屁 ; 
x i1] 1 ha 
x ) 72 21 = 2 "I 
TE 
Ai _ _ 
A a ) 7-71 D2 = 2 


dd 


Ei P.5-27 & P.5-38 


5-298 Æ 5-28, WETEN, 处 施加 一 产生 单位 挠 度 的 力 ， 然 后 系统 被 释 
放 ， 请 用 主 振 型 总 和 法 求 每 一 感 量 的 运动 方程 。 

5-80 求 是 5529 于 第 一 、 二 屋 尊 切 变 形 的 比值 。 

3-31 再 做 题 5-29， 授 作用 力 加 于 和 :并 使 其 产生 单位 变形 。 
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5-32 A 3Edk5-28rp ru ALRE HEUTE XEZKOYZTIGE M o. GL 4H ME By 7; $8 Ou 
XQ, X inot, REEERE 3626 HI o/o,) X. 

5-358 JB E NL ERO R EEA BIE TE ESE RI Bi PET 38 SEE 5g d TEE EX XR. 
RECOGE a pR RE, AI. Edu H GE a nA d mi Pa T B e A Er 3e ur 
Y,-Y,sinot, 请 所 出 按 图 PP 5-337 i E WE bn Bgm 207p f. 


yi 


-34 M5- 4. 


a a E EE E SETE EAE 


TET 
D p 


Yo 154 14 
ig^-1i1 


这 说 明 记 运动 超 主 导 作 用 的 是 平移 。 请 提出 第 二 固有 地 宰 肥 其 握 型 形 

状 (OY, Ye- 2/909 JE TEE fir £80, 

5-85 5-35-3401 FRU fu 309 JE JR GRXRCOTEIP,5-35. di XEJEGR [BI 5 
S HESS a JE x. 

5-26 RRELA RAE NE x REHERIBSE RD—-[. xx85 GO ELTAEBXE HER DIAS 
REFE- RFS Ae. Bj. XIEHRS-Z4ED (BERG EA PE 
CORBEUT e E Pe ERMI PT 3E SD 

5-37 WTA P .5-37 Ag W.-20048. HRidgxEB mA M.-—S50d4d. 3m 
Wa 72 TAIE 1800 转 / 分 旋转 的 先 衡 质量 廊 激 励 ， 求 吸 振 


—0,.734 ， 
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Bi P.5-35 
WARASE: WHibyuisWdgquehtm1 

5-88 WHEA- P, TOU GB VB] — PH JE C 
BH Hoe 3 9M Jg RI. 

5-89 — 1B f: XE Du LI RE iA RHEA PV E eue. Meien A HH 
E $9 2B 78 m HB OH] HE X; 8o Glih Beh EP ERER fip 
P.5-89, HERRAN RJ; EESQDIIE cL Qu ke. 


HB 0 STE 


图 P,5-39 


5-40 BI P 5-10 BE JR DUR CORR Jt HO PU FE PUR HH Se is 9 LU S 
形 重 块 很 松动 地 在 直径 为 4 的 销 轴 上 转动 ， 它 的 轴承 孔 直 径 等 于 a。 


T 
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MEHZ T hi hA dE pH £x EE, m E w ex EP AY Sda dal 
BILERS. 18 UEU T EE pE ERES Er s da- e AE MES o 


5-41 — JEA R O EE GE BR B E y T E E m A E. RENA 
量 重 心 的 昨 离 R 等 于 4.0 和 英寸 时 ，d1 = Saio RE AT Ad 应 是 


EE 

5-42 — jin E BJ EXE ULd;-—-r*EP.TIbbe00J/sfEWimxÜ. SEIÉSSLELSOO 
pj. dlc M UE 400 cpm, Wi — S12585 i UE deg DATE Ui ze PIS 
HIRS EIE foar AAE EXRBEYS EST AE, 

5-48 EIR is E A e a — 854 469: E ALE BE 5232345 / 4 Ep E 
gn dmg. O5 DR DeixCNGE.R) BD ETE LEDXE— URERSISBE GRE 
TEW Eik. T me2.008pyURd GSREWEG3W T232]/4R.Y8gy€T GT 
Bit 5 xiosdia27258]/4R. METAR E GA SEUETPRAIEDE USE ABT 160—- 
320] / RI 5M. DU Nri UR p E y EG: 

5-44 一 种 笃 常 在 汽车 田 笛 上 使 用 的 阻尼 器 表示 于 图 P.5-44。 了 彩 示 一 个 
HJ ELZESH E. F3 H3 93» pn Dep PARED A. AA ae i a a E SEES EAk 
HERAK Jg Ma 上 蛆 尼 全 骨 发 生 刘 琴 位 之 同 尾 和 何 相 对 运动 。 请 推导 册 
Tou x E espe mM STE H GE PEDI EH Je dL 7] EL 
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5-45 GR RE EE HE — 0, 25 [IER ATFURE TE EELUOL 23 BE) A FE ELE. Eo ARA CES TE FB 
LE - v 

5-46 WRB S5S-A5ÁAI AEL JE $& i=. Reikin C5 i tint He TED. 

5-47 确立 5.7 节 公式 《5.7-7) dH (17-8) 的 关系 。 


5-48 有 一 长 度 为 h 刚度 为 EI NIS GENE. TEL Ab — (UNE 网 盘 ， 如 


图 卫 .5-48， 诸 建立 ?和 8 的 运动 方程 并 首 oont 与 Jami 的 关系 
WET 


图 P,5-44 EF] P,.5-43 


5-49 EES-4Hy xix. ARESE A Alo. Aer mjkSRBIXMBIEBK n 
Eh. E — Aok R A A pL PE BE eA t t dp FORTRAN 
Bm, 

-50 XiENS-28B RE FP IE Wy. RE. 4xl0mp/SEGP, h.—6x10? mE/XA-, 
Pr.c.-100, UEHBEIB[AGV-1i0'"sinzf,. BEA 4 Er BIN bH. gmg 
求 啊 应 的 计算 机 计算 流程 图 和 FORTRAN 程 序 。 


LL 


第 六 章 2 H RH HE 5& £4 


6.1 5l 


JL4- E Bi EE 85 235 75 38 BE B 0 Dr HaT REDEANT E VEI 
的 计算 ， 面 变 得 复杂 化 了 。 因 此 ， 希 望 有 一 个 处 理 这 一 问题 的 篇 
HjJ;i5. RET 250 S HUBLRRLRS 4 SR 2 21] 2 rj 8) 95. SR EET S 
E PREA IX E BSBUER, EER ER D TERT iek 
WRIT. KEERT RA E aa AFHR, HA 
E E [n] EA n] A o 

李 章 我 们 将 讨论 应 用 于 多 自由 度 动 力 系 统 振动 的 各 种 秆 阵 方 
法 。 自 先 讨论 构成 运动 方程 式 的 一 些 基本 概念 的 实质 ， 同 时 以 振 
动 理 论 为 基础 的 各 种 楼 念 用 算 阵 符号 来 叙述 。 这 些 构 念 构成 了 外 
理 和 理解 多 自由 度 系 统 特 性 的 基础 。 


6,2 FEIE PETI HER 


季度 影响 系数 air 定义 为 由 于 在 7 姓 加 上 一 个 单位 力 而 在 
处 引起 的 位移 。 作 用 在 位 置 1 2, ER 3BUf,. fa f.BER Am 
JB, RRE 5s GO eoru 
X= d, f at uaf at fs 
X, = Go f 1 Asafa t agfa (6, 2-1) 
Ma = fg fr H Aarf et Aafa 
HEERS. DEIA 
{x} = CaMfi (6.2-2) 
式 中 
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Gi) Gag ig) 
[a =| ia, Zas an (6,2—3) 
dg; (Pag gg 
ETET 
如 果 方 程式 (6,22) JE3EDIGEBORBEIDEEECaT ， 得 到 方 
| Cal's} = {f+ -tcADMx C6 .2—4) 
Ee RIE E RE E pE A EEE E R E E PE CRI 
| Cal = LR) 
或 
| (a) = CAJT? (6.2—5) 
写 册 方程式 6.2-0 各 项 。 则 有 
Wi 
fas = | Ra Eos Rag AX (6.2—5) 
al Raj Aar kaa | Aa 


REEERE A FAHRE, ix, = 1.0, v= %a = 0 按照 方程 
式 (6.2-0 为 了 保持 这 项 位 移 ， 在 位 置 1、2、3 处 所 需要 的 力 是 
Ea. Ra 有 Rs。 AFER, Do[RBRALTRJEA4RX,— 0, 3x,21.0, x2 0 
所 需要 的 力 是 Ra. Rn. A. PAE MA E REE E HEIE —3]753€81— 
般 规 则 是 ， 使 与 该 列 数 相 同 的 位 置 的 变 佑 等 于 1， 其 它 变 位 等 于 
零 ， 量 庆 出 每 个 位 置 所 需要 前 力 便 是 该 列 的 元 崇 。 
例 6.2—1 

求 出 图 6.2-1 Brom $3959 PER EERC 10, C20, C30 BO RE] 
系数 。 
解 ， 求 影响 系数 可 以 在 (1)，(2)， (3 ) 处 施加 单位 载荷 ， 并 计 
鼻 这 些 氮 的 世 移 。 利 用 面 窍 法 四 ， 各 个 点 上 的 位 移 等 于 M/E dH 
线 面 积 对 所 求 上 后 的 力矩 。 例 如 ，aa = aa Bg ferup dd 6,2-10) 
求 得 

@ Egor P Popov, Petrodiuction to Mechanics of Solids (Englewood 
Cliffs,N,J.:Prentice-Hall,Inc. ,1568).p.411. 
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OO 
L1] ie) 5] L 
| Jz 023 Ox 
图 8,2-1 
3 一 "E i (91? x EN 1 ]- 134 £P 
EI 3 EI 
其 它 值 《 园 上 述 确定 方法 ) 79 
"a 一 EX P a a — i4 P 
| 1 9 EI 21 "Mn 3 EI 
a g” 2.5 [3 
eig 一 3 E Ep; = NM "s ET 
aF 5 EI 138 3 1 3 EI 
T EBENE E np TS 
27 14 A 
1* 
(E 二 —- — 2 
agn 8 2.5 
|. d 2.5 1 


诺 访 指出 它 对 称 于 主 对 骨 线 。 
例 6.2-2 
Eje. 2-23)-—4- E BERA. SE RU EE E. 
BR. Ax — 1.0, 32 %s = 人 0， 设 力 指向 右面 为 正 ， 则 位 壮 1 ,2， 


3 BT ERN) 23 73 
fu R; t Ag Ra 
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4— n, 43. ya 
El] 6,2-2 
$— 一 Rs ~ Es 
js=0= Eka 
[Rx 1, x,—— 0. ERDA 
f= R= ijs 
fs= Rat ky = Rep 
Js 一 — Ra = foge 
kWa Fh 4x-13, Ssst JRA 
fi= 0~= Rs 
n — Rs = Kzg 
fa = ks + Ry = Rss 
Hh HE XE E BI SS 7 
CR, + E) — ka Ü 
b 一 Rs Cha + Ea) — Bo 
Lo 一 k; Cis t RR.) 
6.3 互 等 定理 


巨 等 定理 规定 ， 在 一 个 线性 系统 里 aS af。 为 了 证 明 这 个 
EHE. 我 们 考 塌 力 产 及 六 让 作 的 苞 ， 其 要 载 次 序 是 先后 7， 然 
EZ. RRRA MARD KMR MEAR, HEME 


MESo RADAS u MR fj. BN Hk C zh 


E faii Wii RRETA aufn BEAS SERSA 
aif ifie xx EB ARS A 29] c 


Ws fi ti ta raf (6,3-1) 
XUL zr SO BUE E apNAFME. ix mp BiR a E 
= L HC PES DS Pts + Gufifi (6,3—-2) 


BT 25 pote TE Er SR Zhu AH, BXPR 
Bij — 5; (5,3-3) 


6.4 特征 值 和 特征 向 量 


JLA B HEH ARE EI EH d AREE. inl PT RDBEEJEX 
ASH 


CMO x y ACR} = {0} (8. 4—1) 
式 中 
TH Man 
m=] |- e ore 
Flai ins r" Hian 
iA An 
K = = 风度 矩阵 (HRE) 
Ru Enzt Enn 


PI 
x=. 和 -位移 向 量 ( 列 阵 ) 
NI 
"—"""LI—- 


XB EE 7; FE 31 rl 
M X--KXADG 
Ani pgnPJ;EGCZEGeULAC'. 我们 得 出 下 向 几 项 
MM = 7 {单位 矩阵 》 
M-'K= A 《动力 矩阵 ) 
IXc-A4AX-1]05 (6, 4-2) 
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假设 为 谐 运 动 总 = -4 了 ， 这 里 4= 全, 则 方程 式 (6.4-25 E 


CA- {RR}= 0 (6.4-3) 
从 方程 式 《6.4-3)》 我 们 构成 行列 式 
l4—4l1| = 0 (6,4—4) 


固有 频率 是 由 这 些 特征 值 根据 下 列 关 系 求 得 
Ai = 0,7 (6.4—5) 
GELS ABER 7; 55€6, 4-30 ,我 们 就 得 到 相对 应 的 所 型 形状 六,， 
称 为 畦 征 向 量 。%* 个 自由 度 将 有 个 特征 信和 #* 个 特征 向 量 。 
AAAH GEC) WA URBEE, A 
GAER, dEd18jmHD-4-Al, HH iu GERE 


B- = THrodiB 《6 .4-6) 
ZE3ebpLIB| IA 
iB| Z= BadjB 
gk f S E EEREN 
l4 — AJ I-CA-2IJad3CA — AP (6.4-7) 


BiR iTS CREREIR A= Ao Ahio ETERA, F 
生得 出 
[0 CA- A; dadil — Ad] (6,4—8) 
记述 方程 式 对 所 有 的 丰 都 有 将 ， 并 和 站 部 个 方程 式 表 示 天 个 自 南 度 
系统 。 与 方程 式 (5.4-3》 WHE iW 
LA- A;E:1X 20 
HEEE dETTULAITEBRABEE edjc — AZ D oW HU TPAR. CUL 
ap R— SIS JECHRAEDOERX (U HEE. 
f] 6,4—1 
考虑 图 8.4~1 的 系统 。 
t Bggias dy fi xc6HESSHP BERTI 3 


z à aa 
Lo n dC 2k o-i] (2) 
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k 
L5 j 


Zr: 3 Pi ERR IE: R 3S EE 


JEASA- c JpEÉCOOE RE, 


9 ic -0 ( b) 
-l E (-5-- 4) "s 
? sn 7H 
从 上 列 和 矩阵 的 行列 式 ， 得 到 特征 方程 式 为 | 
k 3 kN 
sE ar (E) = Ñ (c) 


2X OT 
由 此 解 得 特征 仁 


Åi = Üü. 634 
ui 
(d) 
Le 
Àz = 2,2806 —— 
+H 


m LTPSPATHASAGIAÍS (OOo 能 乒 出 特征 向 量 。 但 我 们 将 说 明 
性 随 矩 阵 在 计算 中 的 用 法 。 
从 方程 ( OOI EAE 


(os) 
站 


ZH 


Tá 


AA DA: -0,634R/sm,.— RIIA FTE e Faj 
(9.368 1,0004 g 
0.500 1.3867 m 
ja 4 1-31 — 4b mre l1. E R Rr EIS] 5h 
0.732 0.732 0.732 
"n" 1:099 s Xm ly 000} 
同样 ， 当 = 2.866A&/m, 第 二 个 特征 向 是 可 从 方程 (2 ) 的 人 在 一 玖 
得 到 


3 = 


-2,73 
1.00 j 
该 两 个 基本 节点 如 图 6.4-2 所 示 。 


6,5 'REOEIGH IE G3 iE 35 E 


系统 的 主 控 型 或 特征 向 量 能 用 与 质量 和 刚度 矩阵 有 关 的 正 交 
性 说 明 如 下 。 令 第 个 振 型 方程 


RA, (6,5—1) 
JE3BIS E EE 
X RKAS A A GMX) (6,5—2) 
JEU, XI J WTE EX 8I - 
AuRKAX;-AUX'IMX) (6,5-3) 


HCTGAKUIASSIEXDESGBEE,. A rS 5cx0 


O AHRC, 
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AMX; = A MAK, 


(6,5—4) 
XGKX, =- XKX, 
方程 (6.5-2}) 诚 去 方程 (6.5-3;， 可 得 
0 =h} -ADX MX, (6,5-5) 
RA Ap LEHENE 
X MX; (6,5-6) 


"^ (6.5-0 或 方程 (6， iR UAR 5—8 相似 
结果 
X, KX;= 0 (6.5-7) 
方程 (6,.6-6) 及 (6.5-?) 定 义 为 主 振 型 的 正 交 特性 。 
最 后 ， 如 果 + = j, HJE (6.5-6) Bk (6.5-7) 给 出 的 任何 
值 ， 都 可 以 使 方程 (6,5-~-5) 得 到 满足 ， 因 此 我 们 令 
w= M, 
X',;KX,-K; 
它们 相应 地 称 为 广义 质量 和 注 义 刚度 。 


(6.5—8) 


6.6 EIR 


RIEDE RS ARRS, MA RRE a hb EU 7 BS. 
XPE R DE E E K 2 Te H A AP BE LIB 1m SA PE. 2g XA, 
令 失 1 和 所 2 为 属于 一 个 共 加 特征 什 A. HIERE, A. 是 特征 便 为 
加 的 这 三 个 特征 问 量 。 我 们 能 瑟 出 


AA, AVX 
AX, — AX; (6.5—12 
AX, = AX 
*e—JpR3E DU b HMA EARR BDARAR— LUTEA 
ALX, HOX) 5 ACX, 7 5X4) (5,6-2) 


HIF, 一 个 新 的 特征 mX = A, 十 OA as 是 与 2 AYER TESH Gr. 
t B5 ue E dide 7: 

A X = Aca (5,5-3) 
EST X: AE o DRE PIE — En] De 2E TE v 


— — 一 一 一 -一 — 
mm <a —, i- -u r, 


3m ARAB pz T AS 的 任何 振 型 是 
ERE, EDMAX JER. ME 
MAZIERE., EN 
EEE R a JF ELA DHG Ee 


(OU 0000009 "UT o 措 述 任何 初始 条 件 相 起 的 自由 振 
Qe O «-() 动 。 
例 6.81 
vM 2 2 E]6.6-1B(pW x-EE. E a t 
v cuu = 人 是 刚性 的 ， 重 量 可 忽略 不 计 。 
ecu 两 个 振动 的 主 握 型 如 图 所 示 是 平 
动 和 转动 ， 且 它们 是 正 交 的 。 但 


两 个 振 型 的 固有 频 诗 相等 共 能 按 下 式 计 算 
o -| 2 
" Hn 


Zi PA i. BIS [n] Erg SEE [5 Ee n1 ELT TH IEEE fe 


f 6,6-2 
0 =l 1 
求 当 A=|-1 0 1 时 的 特征 值 和 特征 向 量 。 
1 0 


LEM ARIEN PEA AAI = 0 得 出 
(A— 1 (A+ 2)= 0 


E CAFI IETA AA = l, A= l, Ag ~ 2。 


t nk, TE Bis ts ME 
(A^—1) —(A—1) (A — 1) 
aja-a -ora CA — 1) (A —- 1) | 
(A- D (À—1). — (Q- 15! 
对 应 于 hs= — 2ENSERED] ERST D XBRÓABIEBU FEE YE] 
^8 3 -—8j [7-1 
E s a| 有 
-3 -3 3 | il 


FA 


UA: =A: = RA FR ER RE RAE. 于 征 我 们 代 
HRGA — ITAN E AEREA ELA- AIX = 0 
- €*;— Xa tX 0 
— Xy — Xs t X4, = 0 
e ve a: "T aai: TA F 
ixte Jj ERAI A A Iz E pz 
X, = Fa — Xs 


E EXI NETA = Aac 1 Hea ESE 


A; = | * o ? 


| 
6 X. 
RI Jz Ex. Ex. PA AEST, diu 
CX {AD 
Hb. Xbpyx-xX.- 1. BARE DIS 


Bus 
| 
ZI 


EN 
X. l, X3 一 1， 和 二 个 特征 向 量 是 


| 2 
X=- 1 | 
ba 
m PEABIEÉUJS$ECO.6-2)BTR, X, X,AGENE—By.X Gm X. TT fI 
zh TEZH A HBGER-I E. ER mp XR J p. 


6.7 MEER P 


dE 55 n EE HUE PESE DE T MEE TERI ER UIDES E xh Dd 
人 台 ， 对 于 一 个 无 阻尼 系统 存在 着 一 组 表示 无 耦合 运动 方程 的 基本 
举 标 。 册 于 每 个 方程 式 能 够 彼此 独立 地 来 解 ， 所 以 这 种 非 厅 全 型 
尝 标 是 合乎 起 要 的 。 

对 于 其 有 集中 质量 的 参 匣 由 度 系统 ， 每 个 质点 坐标 的 选择 将 


r?? 


AL IL—3) fü ER ECHOS PE, TO RR ZI 84s BO EU BE RELOHEBL GLO 822 
外 的 项 。 用 其 它 方法 选择 坐标 ,可 以 得 动力 耦合 或 两 种 耦合 都 有 。 

倘若 我 们 印 道 前 面 的 系统 的 主 振 型 ， 使 得 一 个 2 BLUE RR 
统 的 运动 方程 式 非 闲 合 化 是 完全 可 能 的 。 当 个 十 振 型 (或 特征 
值 》 汇集 在 一 个 方 阵 内 ， 该 方 阵 每 一 列 代 表 着 各 个 主 振 型 ， 我 们 
称 此 六 阵 为 振 弄 逢 阵 五 ， 因 此 一 个 三 自 贝 度 系统 的 振 型 矩阵 可 以 


表示 为 
[^ij Xi 
P= | NT "T Na » CA. X. XJ (6,7-19 
| X. || Xs [| Na j.] 


JS BPEOR "I| 861525 6.0 Tr Br ISBIESE ORG Rudi dE — 1-7; E 
HA. 3g qyaxgiies. 34m Put mE 
d Xa Wai 
P'mXQ Xa Sahal = CX; X. XT (6.7-2) 
" Xa Wa) 
ERE f aTe, ERRE E Do pe e 
P'MPECPRKP, m rimdEs 5 5 im zpofr AEAE 232 R IU 2.8 
RAHBA AA EFE. 
以 两 小 自 由 上 度 系 统 为 例 ， 执 行 振 型 上 第 阵 指 定 的 运算 ， 有 
PUMP-LX,Xy,'LMOLX,X, 
X MAX, X'uM AX; 
OLX',M X, xax 


M, 0 
-[ D "m 
EEP AHAS EZTEIA ESI DS AE. ApERIEJOOMDERM,. 
ub ER, AAA pam) BBEXBERC. RZAIROH TEDER 
PKP-.[^ ° ] (6, 7-4) 
0 


K, 
xk SOM ARTA AREK, 
An SES ABER PAEARU URR M, 的 平方 根 ， 得 新 


(6,7—3) 
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时 «—" ^ ?" oco 


RUSSE Jh ER AET AE SUR Quen 
P'M P= = 4 (8.7-D) 
HFT K/M: =A MEESE RE I] EEH H ARE 18 28 38 [Ep AE HE a 1 
Z3 — AER ETA R H f B PE 


Åi 0 
o As 
PRP = = A (8,7—85) 
Ü K k K 
a 
4 6.7-1 2 和 
P6. 7-1»PX PRISE BLBEX SE. 图 5.7-1 
LLXB LES JE SX e on B 3 290 77 T8 0S 
D "A AR 
M MI PU D D- Ca) 
TEE (8380 FEE o] ase F 
=a? t, hz = Oa = 3E 


" T^ » P VAM Uu Cb) 


HARE SO HiAk2 9n. rE PEA AIE EDOBIBE 7 


s -1)] ~ 1 (1 - i (2) 
P= p Psc c 
1 1) vA Zar 1 1 
A Y XI EEIBI E 我 们 用 PE MVT 26 Hi 
[e ] 1 — 1 Wu 
vu Cd ) 
x, 2m 1 1 yal 


ERUPE 
PMPy--FPFRPYz-zO90 
RA 


174 


1 Q yi] 1 0 

| [^i a] m. T» 
0 1) X,' "lo ally) 

出 此 方程 式 ( 4 ) 用 方程 ( 4 ORMAR A, E HFS 7: T 
(e 34 "Bg y Ev gr AEn Principal coordtnates) me IE H Pr 


(normal coordinates), 


6.8  *HiB ash RES dis LIN 


nA E h ER TEERB JB AR EE TYETEX EU JJ EOOTEIR T. ERI 
ja 3H] 7j fxh BE HI BR EETE x yon 
MX -CX-KX-F (6,8—1) 
Ap 4EH f. si [PE C 1E EET E CABE ER NU EERBER, sE3PIELMSCTY dde 
RTEA SER, BERA HEHE, EEK 
C = aM + BK (5.8-2)0 
Che, AAR 
比例 阻尼 情况 下 ， 以 方程 式 (6,8-12 所 表示 的 运动 方程 式 能 
够 用 相应 约 自 由 振动 系统 的 振 型 第 阵 忆 或 加 权 振 型 矩阵 号 去 艳 。 
TEE P. m 
X-PY (6,8—3) 
XE Y AÉ5)—4-34ER. FFEA (6.8-3) Xem T JA X B Y AJ bam 
Wh. jnJ6f835(6.8-3 44A (6,8-1)3f HARUP, Hilf 
PMPY-PCPY-PKPY-PF (6.8-4) 
BECH FEA (6.8-2) 表示 ， 同 时 注意 到 方程 式 (6.?-5) 和 
6.7~6)， 上 面 的 方程 式 变 为 
IF -(81— BA) Y + AY =s PF (6.8-5) 
H1 7; EE Ac LOS RRA A ABER x7) COO 8-5) tE 
RY TAERA Er S; FAZH 
yc Gre Bel)yrOiy—-Q;i) (6,8-6) 


| 


Q9 TLES, C-aM"^--BEK"nIDBSEAEfSERICLCSB S T)EES-12746-18), - 
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FARD FSH HI DOE BLHR 2E du] 18 75 (B BERE o 
fli zy BUE ERETTE MES, inch A RA HH BELJEL RS EAE ELS 
合 ， 要 解 这 组 联 耻 方程 必须 用 第 86.10 入 介绍 的 状态 室 间 法 。 


6.9 PEERAA IR 27] E E 8 
TIFIED, RÉE RRE a a e Se tA EAR EBIIS id Y 
Br’ EENAA GRR aie g AiR a E RTBERIJ. 
du EVE Ex uU JISHS E TRAH A HESH, REIH JEA 
XPE teM RE RERI, 3g T HARAM, iB- rn 
B Uc BIIBEBPPERBJESZRSSE. HL 7S e RE Te 23 Er SX e 
Wil) zs 28 Js Ee aX 
(23:3, € 3--L CO £ F EC RD(* 3 (FF sino (6,9—1) 
这 里 涉及 到 的 问题 是 扣 南 下列 形 式 解 的 亲 性 
{x }= {Xsin(owt 8) (6,9—2) 
这 种 问题 已 由 各 于 和 位 学者 人 研究 过 便 。 亿 们 的 结论 是 给 定 汶 励 
频率 %， 就 存在 着 方 程式 (8,9-2) 所 描述 的 %* 个 解 。 这 些 振 型 的 每 
个 解 同 各 目的 激 振 力 所 肥 求 的 指定 位 相 9;， 力 向 量 14}; 和 的 分 布 相 
H RA Mo R DL F BEI A PRZ A JE 38 DE B SSOB ost E dc 
型 ， 于 是 系统 中 每 个 点 相对 于 其 它 点 作 辐 宰 移动 并 同时 经 过 平衡 
位 置 。 如 同和 无 阻尼 自由 拨 动 情况 一 样 ， 两 个 据 型 之 间 存 在 着 正 交 
S AR o 
如 以 方程 式 (6.9-2) 代 入 方程 式 t6.9~1)， 使 对 应 项 的 系数 相 
等 ， 我 们 得 到 两 个 方程 式 
LCCCAR] — CRO Sno — CeIncosd {X} = 40). (6.0-3) 
LIER — [m 0*3 cosg + Cemsind) {X} = {F>} (6.9-4) 
重新 整理 方程 式 (6.,9-~3) 成 为 
(F1Jtang — CR] — Cem 20?) 71Ce20]1 X 4 = {0} (6,9-5) 


© B.M.Fraejis de WVcubeke, "Déphasages  Characteristiques et Vibra- 
tions Forcés d'un &ys;iéme Amorti,” Académie Royale de Belgique, 
Buiishiea de fa Ciasss des Sewnees, Series 5, Voi XXXIV (1943),pp.525. 
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i OM EDDIE (6.9 — 50 Bü e AREA nA tand, d . 4 
^ tana, A —4- XE RZ&S SEUEDIEIXH. DL OUR CX, 4€ X2 TR x 
(6,9-40) JA B nj RI Bp EGR MI JJ SE SE UP e 
改写 方程 式 (6.9-3) 第 * ESAE RUNE AE LEE, ARAE 7 

型 特征 癌 量 的 转 置 阵 。 并 且 重 复 一 下 把 * 和 J S8 qmm b S 
EZK. 

tang; {A ,C(CÀRJ — Cmo XY; o1 XM';0604X 1; 50 

tang; CA VLCOCR] — Cmo (X) ;- eX) Ce040X 2; 50 
Hid Cm, CRACKI, MAHIR, X[tan0;z-tanO;m] Hj 48. 
FX 


{RCR — Cm 9?) (X3; € 0 (6,9-6) 
{X} {Xh 7 0 (6,9-7) 

[| FE M. HERG. 9-4) T 49 3$ — IR AR 
UX RERO (6,9-8) 


些 标 转换 
利用 无 阻尼 系统 的 振 型 矩阵 5 已 3 或 加 权 标 准 振 型 矩阵 r 互 ?， 
TEREE PUER E £ UE EITBU 7 X EE d$] ck JrdB 
CLX 1; 0n20X 1,07 CBE IB8,7 380, BRERA B8 BS CORE f E 
结果 。 刀 果 下 趟 变换 式 对 方程 式 (6.9~1) 进 行 转换 
x) = CPI{Y)} (6,9-9) 
ARM ER ECPI, Farnir R 
LIH Y? *EC3(3 ]ttAd(iy- [P2'LF sinet (6,9-10) 
式 中 A= C P2" CRIC PY 无 阻尼 固有 瞧 率 的 方 阵 
qon CP Ce XP STER BHL E. S Pls 
F13-tP2'mJt P3 单位 阵 
假定 解 的 形式 为 
S iyi = {Y sinat — 9) (6.9-—11) 
E BS ie T8 go T $3JE 3X 


(trang -o ilar)Y) = 0 (6,9—12) 
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CT A,1— 97[ 1120089 + ol C Js8)inó$ 2 (Y M =E PYLF) 


(6,9—13) 
OY V SDAI-DLII99)1Yj3;-0 (6,9-14) 
DX uCCOI(Y 1-0 (6,9-15) 
YH POR) -0 (6,9-16) 


EMREDER PRIR D, REAR 
阵 两 者 都 将 对 角 线 化 ， 而 且 质 量 矩阵 将 不 是 一 单位 矩阵 。 
数字 算 例 


图 6.9-1 示 一 个 二 自由 度 系 统 ， 它 的 运动 方程 式 为 
"oe 1 
十 du B » a {p Jino 


F4 sin wt Fa &in tuf 
— [lin k rs 


El 6.9-1 
它 的 主 振 型 由 下 式 决定 
"uw ha 
àa = 3 (2) = ~ 1 


凤 为 两 个 所 型 的 广 六 质量 都 是 2 HE RERE A I ELER YE AB I 3 


] -1 N | 1l -1 
cm 工 五 3= B 
1 1 v Zim |1 


利用 [ P1。 有 有 


p - =r. = -e — 


T78 


[43 = | | 
0 3 
(01 -1 
BEBE 1 | 
方程 式 (6,9-12) 恋 成 
一 | 
ciang 0 TAE lee 
0 —Mul-a sii Y, 
| 5 77XR | 


4H (Zk/octang, ERDERA 


| 1 l 
(rre) Core) | 
ke A 


| Zu 
REA 
Ces) (rem) 
| A m | 
WLA E pE HE pE RIITA T He H3 HF ee, 
" à 
" d (OU. " 00 oh (a mmy a comm) 9 
(ho hb T b 
B o B 
Ll. 
(34 
y, l1 "UR 
Ya 1 0x. 
D In 
1 ^h 
B] Fk o RIE NE, 


Jg TRARRE GMJ ERR ER CU ono m/k, Hüojm/R-- 
0.50, 由 得 
B, 1.105 H= 2.895 


179 


cx onse CES 


xe epe HIJSgRO00.9-1420, (6.9-152, $8 M AIE GE XR AR XX, 
按 方 程 .6.9-16) 便 能 找到 力 的 比值 。 


LYF uek PIHE a = 0 


[d 6.9-2 第 一 振 型 


由 此 式 可 推出 (77s), - -0.382. EY VA CPIE} y= 0 
便 得 出 


最 后 ， 从 转换 {多 1 = [PI{Y} 可 找 出 实际 振幅 {多} 为 
., _ {0.382 _ /2.81Y 
X ha =À 1.000) UC, "ioo 
为 了 使 问题 完整 起 见 ， 必 须 选 择 其 它 频率 om/k RA LRH 
算 。 黄 个 报 型 用 的 振幅 曲线 和 力 比 信和 巾 线 表示 在 图 6.9-2 及 图 
8.9- 3 中。 
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e 


[d 6.9-3 $ mU 


8.10 AFEA 
F pL BH JR ERXEPBQEE—RAHedui B, BAFE (6.8—40 那样 


的 一 险 微分 方程 不 能 还 偶 ， 除 非 把 它们 改 戌 为 一 阶 方程 给。 对 于 
改写 的 公式 ， 每 项 原始 变量 及 它们 的 导数 要 大 以 新 的 变量 ， 这 个 
SPdd Mp Ecce SE Bi, EE ES BE HG UNT ELA 3E Fl B8 — Er 
导数 。 通 过 这 个 步骤 虽然 导数 阶 数 降低 了 ， 但 变量 的 数目 却 增加 


一 售 ， 有 内 而 章 加 了 计算 的 工作 量 。 数 字 计 算 机 的 应 用 对 数值 计算 


OE Dé dm fp ord x. 
^| 6,10-1 


图 6.10-I 关 示 上 其 有 先 性 弹性 阻尼 系统 。 这 个 系统 由 于 附加 上 


VER BE B3 4 — 1- A Ex -a R58 HE BH E RAA BITS [9] ; 


HXT BLPE A Ego ovi E] 2 26 38 281 7 FEE 


m= — ARx—c(R—x2)tE 
C -—cÓx ox )— RU (5.,10—12 
RAFTA 
G => Ë, B= Ri 4 Qa 一 5, 
m Hn e 
方程 式 改 写 为 
F 图 6,16-1 
X= —0,Xx— Bx; +t —— 
*H 
$=- ar (6,10-2) 
现在 选用 下 列 状态 变量 * 
X1 = 2] 
FTR (6. 10-3) 
X = Ea 
x= Z, = X 
EE: HE ES 4 
a fa Ù Daa 
| FT 一 o Ü 1 e.c o (6,10—4? 
Zr — B 一 此 0 Za. p 
上 述 方 程式 以 篇 化 符号 表示 
号 三 点 和 十 到 (6.10-5) 
式 中 
| ^| MI —tu Ü 1 
4 一 | Ap t 二 o A= ü 0 1 
MER -8 -ai 0 


大 家 知道 ， 这 个 一 阶 方程 式 能 写成 闭 式 解 
z = g'z + ed!fie HautrTyar (6.10—6) 
这 个 明白 简单 的 方程 式 实际 上 并 不 那 必 简单 ， 它 要 求 用 数字 


(8? 
HE. AH Æ B dui 5 "bu HH, 
Fl: 考虑 章 深 方程 
zz (5, I0-7» 
T mE 
Zoe nz, (5,10-8) 
方程 式 中 ei^ 藉 知 要 解释 一 下 。 一 种 方法 就 是 考虑 用 和 齐 次 方程 的 
AEPA ER RRI EREGI, $ a s AA z 的 拉 
普 拉 斯 变换 。 我 们 得 到 
SEs) — £, — scs) 
或 (6,10—9) 
[sl —.1?^z055-— 5, 


于 是 
3 = «mU Isi — d]-!z, (6.10—10) 
由 此 我 们 可 得 出 结论 
gat m oe Iis] — A7! 
- gp BAILS — AJ - 
=- d (B. 10-17) 


显然 对 特征 方程 式 bI- A = 0 的 根 s* bA RIE, ERE 
后 ， 方 程式 的 右边 将 是 一 个 方 阵 ， 它 的 元 素 基 ee 乘 以 常数 。 如 
ROERE, ER py R fes 项 。 
解 2: 我 们 电能 把 状态 空间 方程 式 作为 一 个 特征 值 、 特 征 向 量 
问题 来 检验 它 的 解 。 从 特征 方程 式 

l4— An =Ò (6,10-12) 
Pi GRE, MAM E £ 4edEGEDSCE AQUI EREI adjLAZ — 43 
之 一 列 得 出 特征 向 量 。 

在 解决 这 个 问题 以 前 ， 这 里 我 们 介绍 一 项 对 角 线 化 技巧 ， 它 

对 解 方 程 是 重要 的 。 从 方程 式 (6.10-5) 得 到 的 齐 次 方程 首先 把 第 
€ 个 所 型 写成 

A À;:342;-0 (6.10-135 
xX Ed Bp (Bt x PP] HIE fe JE: 85] 0 I o 


[83 
这 样 的 方程 有 # 个 (本 题 4%=37?， 我 们 将 重新 改写 为 


AE: SAL, (6.10—-14) 
n ^ XBERZZI TERI TR do I 2B ME PUHUE X. 7 
i ET Ü 
Àa 
A= p (6,10-15) 
0 Án 
HIRIEN £8 RERA — T AB PEUT TE. DEubSS r7; TE RE n 78 
AP -— PA (6,10—1B2 


容易 证 明 该 集合 方程 正 是 方程 式 (6.10-14) 指 肯 的 %* 个 方程 组 ,加 
果 上 述 方 程式 站 绰 以 局 -! 可 得 
PAPA (6.10-17) 
于 是 矩阵 4 SEE BE E R R E (EA He 3 Xd fa £RABRE, 
BUrE IL $1757 $93€ (6.10750 89 f£ E3E,.— S A Bg p 


Z= Py (6. 10-18) 
13 30] 
py= Påy+tu (5.10—19) 
EEP, A 
y= PAPY+ Ps (‘6.10—20) 
= Ay + Pu 


AEA. 10—20 E dE S S, y. EER EJE EE TENERE 1 27 E 
地 求 得 。 


ILE IB TEOX Z3 8 
Y= AY (6,10-21) 
fet 2g 
y= eyy (6, 10-22) 
或 f^| n Q Ü Yi 
yz;-| 0 elst 0 ^| (6,10--23) 
i o o es) s 
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转换 到 原来 的 坐标 ,我 们 标 广 出 y = 三 -'z。 代 入 方程 式 (6.10-23) 
JFZcsEDP. nH ' 


z = Pet Ps, (6, 10-24} 
FHARR. 10-80 p 5... RATTAR] | 
et! = Pel p~ (6.10—-25) 


iX 区 是 一 个 AxA ES Uy PE. 


5] Wi 
6-1 RAP. 6-135} A i MRE E E JA E AI pE Eo E E PE. 
6-2 WE -o A EE E EE pR o 
6-3 deBENONMSIBR GE. E ogi. ab TE FUE SL AX js iair 
LaESUE ACE 
6-4 BFP.6-40m ÉE A R H A E E E HM T E35 PE TETTE HIRE AREE. 


b 
mi Me 


图 P,.6-1 图 P.6-a 


T vp v3 


6-5 Wf P.6-57 Rn R E a o E UB E S LEE XR PT Fi: — T RE 78 R 


fr dt 4A Sp EE e 
kr K À K ka 
Me [re Ns GE NN pma] A Ar 
Ian Fe 本 :sa dx, 


[t| a: 


6-6 3R 36-5] XE x ic B SHEER. 

6-7 PHPH SKEIP.6-7ETIEGHEEE- DR EE XR Ep WEG. 

6-8 X[HEIP.6-8 TRA tOnBEEBIESUIADQmRGIX. H i tE HE ER 
A ug. 


k 
K R 
k 
Ej P.,6-7 E P.6-8 


6-9 E P.6-9 记 示 两 根 等 挫 府 但 上 县 有 不 同 质 量 的 名 上 质 杆 。 Fog Ep JE RGKUE 
ELESIN. E A H A P e A E AR a 
6-10 WE HHZEGS-SHTzWGESEIN E e RETE E Ho 
B-11 证 明 方 程式 (6.5-7) 的 关系 式 
X’ RX, = 
通用 于 题 6-8。 
56-12 Ze SE EET R9 X. 
Kd = 0, M, 
EHAK, GpRDHBRaGgEGSOEGEmE4SSMÓ,-0. ER 
w AAM AS. x0 
BE— b HE Hj 
dr CM tA, -0 A-1123, 
这 Erit ma H IES H. 
5-13 HÆ $p e-127 3 JAE HH 
e CAK Me, =0 Ah-21.2:9 


6-14 RAP, 6-14 BE ZI SR EE B TEL RR EP Je pd de UOREERP. WEH P ze pis 
Hf de bj HE XII fi 25 AE a 


rne 


6-15 ElP.6-15BHpm XE, VESERD E E BRxi... 和 并 求 杆 忻 的 耦合 型 。 

6-1; *ib EJP,6-15Bpg RA JH 55 5 —-£H E e os E uh SERIE BESE EU s OT 
TEX. WHERE sU oW AE Dp RR E ER Er s 

6-17 cKPEP,6-17BpA XE SEBU JH AB nude SABE P. JC EEXTPE 
Xf RE MO B7; TE 2A EEI o 


图 P.68-15 E] P.6-17 


k-18 iR EHG-14 3k EET P. EA AH n 

B-19 求 有 两 个 举 标 81 和 0; WRR Po dI P fiu) Ain. 
6-20 Hide BH ZESARIEGRISP.5-20Bpaq mj R38 4&5] £8 WERE. 
6-21 RAP, 6-21 PiaR 3 EEG ER EX SE LSEUSSH ELT AE TG PER fs 


6-22 PH RE X Ve PUE 6-213& 558] (5279 FUE BL LAS R6 IH DEDE BERIAE 
HERH. 
6-23 oKEIP.6-23 JL BETRUG EL A MZ o 


图 P.6-23 
6-24 [H5.10-1BP IE BUT Rt 
oo 和 人 一 100. B= R, : = 10, gc Á 
TH AI E 
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RR EE XE ECA- AP, 
6-25 urWiio-24mjpft f x Eadj A-A 379 


| (A? — 1005 一 150 À 
— 1n AC H nD TID (44A) | 
| 一 了 Ot —1004--ÀA) ALATA?) 


6-26 Rü6-24HIpmp E 
A^ c 4A? x 110A 0 400 =g 
ERRA 
hi = 一 全 .6756， Azs3 = ~ 0,1619 - 210,43 
AR A. ERN FERR AERE GSE — aE e TE RAAE iA A BRA 


[5] E HE tE 
Za [^ 11,35 
sj » | 
Za | — 3.676. 


B-27 如 果 4s= —0,1618 - 710,43 8E (E ^i 6-24 AJ ad l A-AT),. EHE iL SE 
A a A fes sz 型 特征 向 二 


Z1 0,875 t 20,338 
| | 1.00 | 


Ls. — 0,1619 * :10,43. 


6-28 RnrH]iR6e-24mng41920 X3 Re A 


— 11,35 0.876 --F70.538 0.875 — 10,3383 
P s= 1,20 1,00 1,00 
—- 3.576 —-0,1819-—710,43  -0,.1619— 210,43 * 


5-29 JE Hg 6.10-.f*p ph PE SEE RES A EELE Re EO UE SA ATE RJE 
Tao SE S HJ TE 7 i n 


k+ d ra ET) 


7755 Q | fae X. 
l ut sr] 
6-50 dr — Ht Er EH RE TE TE DR JB. EE 


mw 十 c+ kx = Fsinof 
Tà, H] 3 xx E [8] B Ae 73 03 DIE Eu 
6-31 zKRE Sb6-30 B Dm e ARRA JPIPOIETLOIRSBBSREEPTTIDE. 


第 七 章 集中 参数 系统 


f.l 5f 


3 RAA AEA AME, RRRA A RE DES 2E 193 e E 
T. Sb ZR iE E PR ORR BARGE E Ar E g E 
{E f&& AN FME 153 B 15] [3] a 7$ p E F RALEA, 1E Ei EA 
WR CERA UE ETA. EEA RR A 
RA REPERI 23) A R IEN T SR Et RA a E  AbmxÁxGE, 
C B6 [E RR REE RE Ur E BAI rr E R BEARER H EIA T. 

7E RE E 2E UE DI HOA T4 xx 25 dE E CB 3b 4e UL 


7.2. 特征 方程 
两 种 交 闪 的 方法 征用 于 特征 值 . 特 征 癌 其 求 解 问题 ,第 和 阵 方 程 
MX--EKEX-D0 (7,2—1) 


HJ MO, FEREZ = AX, SEA4RA-O, upjfg 
方程 式 
[(.44—2I1]1X- 4 —2) 
Hi X BEI ac d 23 ET ERD Ep EE A = M -六 xd 
定 ， 所 以 短 阵 4 通常 被 称 为 系统 宗 阵 。 
作为 上 述 方程 忒 的 -种 方案 ， 我们 对 方程 式 (7.2-1) AR 


K, ay 
"A —AUiL1X-20 (T.2—-33 
REAT KOM, KUURBTRHONBEEC 4 3。 出 此 可 找到 特征 值 ， 于 
是 特征 方程 式 可 写成 下 述 形式 — 
l4d—-Al|-0 (7,2-4) 


d 
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|A- aI] =0 (7.2-5) 
FRA (7.2—0 UAIS AR Ak, RZA (7.2D LAXE 
EEA AE. AeA ENa Ao 的 天 次 代数 方程 式 ， 耐 
第 二 个 方程 式 将 导出 术 '=@ ?的 次 代数 方程 式 。 


PER 影响 系数 法 


方程 式 《〈7,.2-31 是 以 和 柔 度 影响 系数 为 基础 的 运动 方程 式 的 一 
种 和 售 写 形式 。 现 在 我 们 想 进 一 步 研 究 该 方程 式 的 细节 。 
根据 重 录 关 下 的 方程 式 〈6 .2 一 1 
和 二 Gf 十 isf auf. 
和 2 = 4E fact aa a+ disle (6,2—-1) 
Ca = al aco auf s Waa fs 
我 们 假设 - Wii. HBEZI— mu. = om 代替 为 fos DP 
式 《6.2-1) RERA 


X1 1 六 it EH | Ha 2s CL gta | l Æ] 
p (* DERIT iE gotro C on TIE. l «| (7 .23—12 
Xa BETTE dya? gafa 0/4 3. 


(a= = (d) ren « 
这 里 :等 于 方程 式 (7 .3~1》 省 边 的 方 阵 。 


特征 方程 式 用 行列 式 表 示 
I 
( «um, 一 a) (495) (stg) 
| | 
( 0517.4 ) ( 227815 一 3r) C patty) = 0 (7,3-22 
1 
(as n) Cypa) ( asam, " mg ) 


TAIA Riga] (1/0 Bg EX 


: E 1 X* 
(ar ) - Gays asuma + asm )( Br ) te= g (7.3-3) 
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ing JG GC Ig 1/0, 1/0, R 1 Ww， 上 述 方 程式 能 国 式 
4 HE PSU A 


] s? 1 [i 1 1 y” 

(r) -(aa* aate) C) TG-dà4 (7.3—4) 
PR. REOS Y WRATTEN ERA, ILCRTA SN 
NARAZIA, EER RTIA ERNE (参看 附录 CO 


traced! = $, e) (7,3—5) 
£1 


例 7.3—1 


应 污 俩 6.2-~1 的 影响 系数 ， 求 图 6.2-1 所 示 和 系统 的 主 振 型 的 短 
阵 方 程式 。 
Nf. BERIE A BUD 
A-t= KOM =. aM 


方程 式 (7.2-3) E 


Q[199 43 | 
Ce JC ]1— d 0 1 0 | jan 0 
900 1 

或 

ui ois 714 4 i,m O0 Ò È X 

六 SEI 4 8 2.5 Ü His AQ | "A. 

Ky 4 2,8 1 o Y Dl ^ Ag 
I| 7,3-2 


f A1 | | Či Œi} 2 1 fi | 
Aag = Æa, ss 23 ， Hn 
Aa 7 Hal iar fgg: | ' 
TÀ H3 H 3E RE 2 MR RIE ERE. 
Sr. IRE RARA f fiS I 
| Xi o Ga. Gla 


Xa 42 Gag 


Ya fag aa 


Ja «| 
Ht x= l, S5250, An 可 和 找到 为 
Em Erg 
b = a2, "38 
11 | « | 


Hix;— 1, tsx O0, RA, HHR 


12 Œa 


| fag Aa 
TEL a = Rs 


a | 


HE DAR CISEK o MAJK B ERARE EE a 1 的 
K RI AT o 


7.4 NH) E 


A& F3 | HE PEST Er p) IS A A E BE CRI IB RC ar BE 5S 335 BE 
相等 的 原理 找到 。 瑞 利 指出 晶 这 种 方法 还 能 应 用 于 多 自 BE OA 
6. KERER A cm egg. PARERI E CI E B6 
方便 地 进行 妨 下 讨论 。 

4- M TR K Jé t REOR ARCHI HERB Pk, OX Da BEIGE PURA A E - 
向 量 。 则 对 于 谐 运动 ， 最 大 动能 和 势能 能 写成 


d John W.Sirnit, Baron Rayleigh, The Theory of Sonunda (2nd rev 
ed.) (New York, Dover Publications, 1837), Vol.1. pp,108-10. 
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Tu ; oX'MX (7 .4- 
U ax 一 X'KX (7, 4-2) 
ERAS, MIROS, IEA mA) HA 
X'KX 
os = RA (7 .4-3) 


FTEMA EREI T Ek A E e e o, ERA 
EXT HER AY IBRI EFRA IRE. Xj P ARH E. Bi 
依据 主 振 型 X, RIERA E t R i F 

XA =A tX tC Aat (T. 4-45 
然后 
X'EX = RI RRL CIR RXR, + CPX KX, + 
X'MX = XM Rt CX MX, + CIR MX, +e 
这 里 XKX B AMN: A SLE ga Tm YE SE RAAE, 

用 记号 

X KX; —0,5X,'MX, CT. 4—5) 
3j FU E CAE R | 
3 s ME Xs 


(i) P 
o? - ei e Ci e - 1 X (MX 十 d oT. 4—B) 
如 果 把 AMX, gA ENTERA 


Q* = o,f 1 十 Cf K - 1 )« 2 (2.4—-7) 


ei 


ibEROtWpesj, BH9o./e,7 1. HTC: 代表 所 假定 的 振幅 和 
TASARI de E A Wea DEDE NEU $RAEORU E IRE DCBP 2E BU E 
方 值 成 正比 ， 

3 PRX T Ie BE nc PEL UE B TERES Vnaydibckdu fb {或 振 型 ) 
Xi. HPPA IE Je EA E BOE E A E a MER P C... Ca S 
HEFE. HE EHRT mo ATIE RR e kR. iX 
TERRAE ER, CERT A A RR fea 2 a RH JI S9 
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APR. IXXXRURCEDH BK guPM)HOBE BEERUNIASSE. — Brgéck. WH 
s CE faa 83 dE Dr Bl £2 ox 19 33: e 21389 f pa dic ya de mp eH. 0 RE 
要 取得 更 为 精确 的 什 ， 就 要 反复 改进 近似 曲线 。 
HE XJ sk E AE me He snap prb I m PERAE JE. A 

PE EE EOD ACRES EGESNYATBESE IE S E Aa 

X —aMX-auM.X (01 .4—-5) 
JE UA ACUM 可 得 

X'MA -—o*X'M aMX 
Jj A EE ROS AE ik 

"E A'M X 
X'MaMX 

:3.X FH EL irr $869 EER OERE, IETEZRÍPERBRUCIB ZAR 
:5 3 Hü. Wise Buxum i ux 


o'-es(iece( 1 - y) d: (7 4-10) 


(o J 


EHX (1-0/0,) HW (9*/om,?— 1) 小 ， 所 以 ae， 方程 式 
(7 .4-9) 导出 锭 为 注意 的 基本 闫 率 局 算 值 。 

TEXX—cp HL 3e [138 E SA HE m) XERg IRAE. A o mg 
长 庶 方 加 的 洪 的 单位 长 度 质 量 ，3 5 BED BUE pz gi EI iR M, 
zi BEH TAER 


(7. 4—9? 


wPo AiE A SELBE Pr, 
SE d 35 HE EH fi TE E A jg E TESE D BER) T EE e DRM S 
4B, 0 SAAE RAIH, PIBERJISJSE-T 


由 于 梁 的 位 移 一 般 说 来 是 较 小 的 。 下 面 的 儿 休 关系 可 成 立 《参看 
EFP DIDF 


T9 4 


dy 3 — do — d'y 

T dy’ R dx dæ’ 

MER HEE II EIXE RAAL, Aa 99 pn k 
i M 
R El 


式 中 ET ERASAN. R ERR. dB o0 HI RREI 
RA EI; O P b 


M? 
U= T des i [6r RR) dx 


2 I 2 dx? 
faabBE. SMBETHOT. IER JEZBOGEDNR OA G3 uf guck 
[E1 y daty dx 
6) 一 = 一 一 -一 一 (7.4—11) 
[tim 
fe Y.4—1 


用 这 种 方法 于 网 了 .4 全 2 所 共有 具有 均匀 断面 的 简 支 沫 。 我 们 做 
atr 3 PB LE CIR Eg 
, TX x, 
F -( *y81n 7 jsinat 


Jo 
x 一 >| 
i 
P 7.4-2 
Jo 
x X 
二 |————— | 
图 T.4-1 [7.4-3 


式 中 YY 是 跨 中 最 大 位 移 。 因 此 二 阶 叶 数 为 
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d* X oxi 20 FX 
prs = m (——-) Pasin g H noe 
CERA A XQ {7.4-11》 我 们 得 


wo EO Jst Tode a, EEL 
Zj sin? Ue dx wh 
& Jo L 
因此 可 得 到 基本 频率 
o, = 2° EEI oi 
这 种 场合 所 假设 的 曲线 正好 是 正确 的 曲线 ， 则 由 瑞 利 法 可 得 
到 精 彰 的 频 罕 。 若 所 个 和 定 的 是 其 它 上 曲线， 在 频率 方程 内 的 常数 将 
lE x 大 。 
i] T.4-2 
WRA 7.4-2 Arr Hp PEN EES ABE sEAUEB. BE 
移 将 产生 拉 应 力 o 。 试 在 频率 方程 式 中 考虑 这 种 阶 加 的 应 变 能 。 
解 。 BOB mmEmpsi. Sg EH GE MRENA 


LZ LETS - 13dx my hE) ds 
在 dx 间 元 上 附加 的 应 变 能 为 


dU = 4 c Aedx — -7 EAetdx 


式 中 4 是 断面 面积 ，o 为 拉 应 力 ，e = -3 dy/dx) 是 单位 应 变 。 


使 动能 等 于 变温 ， E e TE m H T 可 得 


a ram v nr UE y eR a ie) 


2R a P. E xh 5 TG E SP E Y TEX 


LIC INE as 


| y^dan 


志 -— 
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这 方程 式 色 含有 拉 伸 引起 的 附加 项 。 
i 7.4-3 

干 面 考虑 图 7.4-3 BIRBSAEPIB. RIR EREA x mgd 
b Ey Jr. CH deb hA] E93 ETE v RIEF] R P R 1 PU ^E B RE fr Bl 2X 5x 
全 一 致 ， 

号 出 该 方程 式 


ROG 0) 
式 中 y= PD/A3EI REESE EISE hangt BE., BD BEZU B 


P/y,-S3EI/D, iBBSE-T EAE EJIS, TE 
D. . SEP ， 
U nar = Ry 一 ESE Fo 
TR din 3569 MAHAR FFARR — E, AR Emo E 
得 动能 
ww Fr (225 D 
Tu | (0 y Ax = ) NE pa 
"EVE 1/ 35€ N ,, 
-( 子 )]】 orm Yo 


EEHEEHE EEM AE fr i RaR TER w XCRLIS 
xk fx RIE S Tat E E n p E A Hs | E 


(wh tty i 2 38 Aci o 
使 动能 与 势能 相等 ， 振 动 的 基本 频率 (弧度 / 秒 ) 为 
os [EUER 

| VE: 


— 


3.56 / EET ful 
149 ^ 
这 种 情况 的 精确 解 为 

017 3,5157 gEI wh 


Q 该 个 果 刘 可 从 方程 式 US. oj! Bt CZ) 4 Pn 
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一 般 说 来 ， 该 例题 了 所 假定 的 变 位 有 曲线 应 当 洲 中 位 秘 、 轩 人 角 、 
前 万 和 弯 扯 的 边 田 条 件 。 用 蔚 变 位 曲线 是 满足 这 些 条 件 的 。 通 各 
它 会 得 到 只有 容许 精度 的 频率 。. 

AIR —ÀdBÓEAEHI— RRP W, Wu, Wa RARS. Bu 
AA BAE BERI DA ha ER PEERS ESGEGR. PEA E TE 
HAE M RA H ARA E Yas Fas ats iHi F ARa GeT S5 BB TE 

(01 o 


T maz = 2 E 


CIF yu avart Wya t s»: j (7.,4—12) 


1 ; 
Umar =g LW yit Woys FaFa c 3 (7,4—-13) 


EMA T MEE-Wu E EA 


;. &EWy 
T 一 五 y (UU, 4-14? 


iP 7.4—4 
UA BH M HERRAR” HA 7.4—4 所 示 系 统 的 横向 振动 的 
基本 频 举 的 第 -一 近似 解 。 


SOO 8$ 3001% ud 


=p mL 

a 5 5 

D © eeo 
FH 7T,4-4 7,41—5 


ERA 7.4—5 —- EHR PE HH or RC E n UB E 29 a 
Ab, EEB M 6 ARARE NA FRR 
W by 
Y:= BEN 
该 公式 古人 任何 材料 力学 教程 中 都 能 找到 全 。 载 区 所 在 外 的 变 位 可 
由 两 个 载 共 的 送 加 得 到 ， 如 图 7.4—6 Ro 


© Egor P.Popov. /!miroduciion to  Mechamics of Solide (Englewood 
Cliffs, N.J.; Prentice-Hall, Ing¢,, 1968) . 


(i? — x* — 5*) 


T98 
Lt MEE 号 ， ， 
d al "con | 一 与 
e e | me TO | 


E] 7.4-6 
300x 5x8 085,2 Xx 107 
800 5 x 13 40,7 X 10" e 
ya = gx 18x EI S 135-90 x1Z-7kppo 英寸 
& x: 103 x 10" 
yi" = S TS EI 18^—10*— 87) x 12^ Sm 英寸 
r K g3 xg’ 
yz" = RET (187- 5*— 8?) x 12? = EM 19- Am 
yvy 相 加 ， 位 置 1 及 2 处 的 变 位 成 为 
ü a 
ya = 148 x Fs- ys= 116 XEF 
代入 方程 式 (7.4-14) 基本 频率 的 第 一 近似 值 为 
à, = | &EWy . f 386(500 x 148 + 300 x 118) ET 
EW y? (500 x 148* - 300 x 118?210* 


-0.0017T." EI 强度 /种 

WRAAE, MARSA R d ZR oL E E 
Jub ur-3 38 711p aTa uoo y EETHEN. RiT 
SE FH f zx E EW AA Vu vp Erir aE i 

AR ARRS A MATA 159 x B Bl 5 Eo PRSE fr Bl 25; E 
Apn. sSRrx EDU ERO vOx0, HAEE Nom dg 3g cm 
(x)YCx2,E5it o EB 7; 1] BU 23 Bj jx 26 E GB S CUT ,4-7)， 
Bp 

dV = cns) vis dx 
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由 于 4M Vds, SEMA ARARE. EMRA FI 
1 ( AM? 
U ax Axe 

可 知 势 能 正比 于 o'. SEEB EA Dua ț JERAR TA MNT BUE 
省 昌 线 的 粗粮 而 那么 敏感 ， 但 是 取决 于 上 曲率 的 应 变 能 有 可 能 有 较 太 
的 误差 。 因 此 必须 人 行 组 地 运算 。 
F] 7,4-5 

利用 简单 曲线》= cx*， 求 图 7 .4-8 HTI AY ES m3 GEI 4E 
频率 。 


DEI wyjda 
C 
图 7,4-7 图 7,.4-8 


f 
fi 
和 y 
Zl 
V 
£t. 斯 果 用 方程 式 €7.4—-110 KHR, 3E 15 34 pL RIRE 
XA. WU Em An BEI EG SÉ G Budam x. 


vot ab 
按 方 程式 (7.411) 得 
O-—4.47/ EI mit 


但 是 精确 值 为 
D: = 3.52 EI/sni* 
Ri A a ETE £k, + ER BUE IST RECTE 8] XE 00J 2 15 [8 BT 3 204€ 
YrB eR. 


TH 


i CLP 
VG) = etj metadi = T ut - £9 


75 XH 2 
D PHE 


mesh va» ac =A p asit 


G^ 
12 (3E — CX v xt) 


-— 一 
Har 
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JM CX HRA U mas 可 得 最 天 应 变 能 


BE ([ me y / à o £18 4x32 
e? LL 312 
E 144 135 
dX uB8 


Teas = rmas= o etam (xax =- ctam P 
mar 5 ; 5 IP 3 5 


EITE, 我 们 即 得 


t Ados T nU. 


7.5 邓 克 列 公 式 09 


给 出 了 基本 频率 上 限 的 瑞 利 原理 ， 现 在 可 用 囊 克 列 公 ule 
fh3&. CE ERER FE ADEA (7.3-3) R (7.3— 
窜 易 看 出 ， 一 个 4 个 自由 度 系 统 的 关系 式 为 
1 1 ] 
a un Tr teg = 419, 十 Gas, 十 -十 duum, (7, 5-1) 
B] 25 si 是 影 啊 系 数 ， 它 等 于 在 + 处 的 单位 载荷 引起 的 在 e 
爸 移 邱 度 ， 因 些 , 它 的 侈 数 就 是 刚度 系数 Bu. 它 等 于 在 了 处 产生 
草 位 位移 所 需要 的 力 。 辐 套 
Quoad mu (7.5-2) 
TH; 
a RME Pf moreXkmi RAAR, DEC € AREJEA E AG 
(7,5—1) "sg P Ap XE BE AX 


1 1 l 
; s.. vg? aia 十 Aasta F n + SAL, 
Hu 


© S.Dunkerley, "On the Whirling and Vibration of Shafts” ,PAtr. 
i rans ioj Soc., 185 (1895) , 269-380, 


Ro ee p (7.5-3) 


AES VIA Pix XH Und. BIA Or 6. 
fi PE we Ep G Ami, AMEN JRI 《7.5-3) 无 过 的 1 /e., 
1 /ce,* e ENPUPELNEK US. gH PG») Fox». 1/0 MARTER 
FEX. Emoh abu CEGE US. 
例 7.5-1 
— A LR S E ae A T A No EEDESE E D E SEDIS 
LEE ELEGIT ECECESESESEUE ME m PAM E 
Ani E-A figo E T ACRES 2E EL Es HE H3 F8] dr C URS FERRE 0] B9 2385 (8 A 
PE. XXI EJ SET RA Aa A EUER MAR. S4 DEdESWe 
Ma fée iE BERUB hdc EO LIES. n]ELSIABG MARRY 4e BEES GS 
4 M IBaEBIBGUESSEREIAELDE. AR T. 5ARTOE EUG 
”这 本 以 由 下 列 方程 式 确 定 
了， 
i? Gu Oy 
AE œ s= gitim E iR p e R 
On = AE 7 £t fa ded Ai E 
Da = HFE RIRA H G A EM ESL EBngyiede 33 ng IIO 


(a) 


Aii E 
A BH HR EJEA U OA EAR EM. d) 
"E = aos 十 irf. Cb) 
这 里 m 是 集中 重量 的 质量 或 激 据 器 质量 ，44zs 为 项 构 在 激 振 
$e PT ZE AA Dn] RC up] 35 2C 


P) 7,5—2 
—2R Ui Tr REB) SE Hy p — 73 ERES 1.6 磅 偏心 质量 的 振 
动 器 振动 时 ， 测 得 谐振 频 淘 为 30 A/B Aaa ia Dép, A 


一 -ia 一 一 一 — 
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1.5595, iE DEN ME RUERE E24 ]/3f. SGEUWSIEHTÉUEGECHRBDPI HL. 
解 。 Er singu H TuiHpkE Hop zl] 38 52 t RC) 90235. 
4» fag RARR, EA 7,5-1 方程式) 可 得 

1 I i, 


* 
(ExXSO C Quafi + sae n 
1 1 30 
(25x24)! ^ (Oxf,)D^ 386 " 
fai = 43. 3] / 3b 
XE dé ah 38 M D Et pz E Ah A dy HE n] EX FI 1/2 SR S]. AA 
— JH TesV.18 iH 
1 1 
ke = ana = 0.00407 7 246 R 


EE. 


|| 7.5-3 


kih S AE FEE — 3E "PE REM B9 ^] IEEE ISI SR, 
该 质量 邮 正 好 等 于 匀 质 梁 本 甘 的 质量 〈( 见 图 7.5-1)。 
解 ， 匀 质 际 起 多 的 自身 频率 方程 式 为 


; _ Eil 
9*7 3.515"( -pyre ) 


1558 rp FECE 2 $1 AR OR OECESBIE LL. 8$ 


RI 
Dyp — 3, 0f 35, UMIS 


代入 到 邓 克 列 公式 重新 整理 成 下 列 形 式 ， 系统 的 固有 频率 可 确 
XE M 


B. 
加) = 


Dii Org” 3.5157 x 3,0 (El EI 、 


- |= 2.41{ El 
D+ — 3,515*—- 3,0 Ms | MP) 


该 结果 可 以 与 下 麟 由 载 利 法 得 到 的 频 罕 会 式 加 以 比较 


ot SEI ; is Ei ) 
1 2 -————————— ”一 一 m ^ AfTIS3 
(1^ .33 Nagys Mi 
140 / 


203 


PI 7.5-4 

25 EALE HITS MA MRE AA oR. MRA Aoo A 
iB PEYEEREE KALTO 1/6 YER OLER KO 前 位置 处 ， 这 
n xrindeunizaufrbiBOS 180082 XXL / PUO uHpDEBU Rie 
pl PLIE A AE RI H Fe MI BE dego x 105 p /WABE, 
解 ， TUB TATUS CERIS MUR A 


u 80x10? . T fu 
fes C66 7 = 29.1 H]/3T = IT45tX/5r 
AH ENTRE AS HL & M PI T.5-1 公式 {得 
x 一 =op" + ， j= 1180 光 /分 
i| 7.5-5 


E] 7.5-2 zm — 4R Br hi 29 Mw BJ 518 dei 5c SE B] Se op AUTE 
Ts EI/MI35. MHR--4-2Evp E Eb BEA S] x -£/38998 EF. R 
新 的 基本 频率 。 


E] 7,5-1 Ej 7.5-2 


At. M mIT.S-1JPREECDOXPE. Eio. 5 mim, 
0, USC MINE E wio 的 兴工 的 新 的 基本 频率 。 方 程式 5) 潍 议 
O, $1113 


或 者 


204 


TE. 是 由 于 有 单位 载荷 作用 在 xx= /3 处 而 在 该 点 引 超 的 
影响 系数 。 它 能 从 例 7.4-4 浴 的 公式 求 到 | 


8 ç (P 
422 56 x8] El 


O out aiEI/MU UE an 代入 上 式 ， 我 们 就 可 得 到 一 个 简便 的 
公式 


2L) 1 1 
Rmi p TH 
t 十 -——-— 0 Ü 

Bo R1 M 


7.6  &BEEFTERTIUE 


用 刚度 方程 式 或 柔 度 方 称 式 公式 表示 的 运动 方程 式 形式 上 大 
AB. WMA 


X5 53, Œz chó ou (X1 ] 
Ms Gay sa cct ay "d a 
一 A " (7. 0—1} 
Wa nl Gaya "U Gag | Aa | 


起 中 的 4。 用 于 刚度 公式 以 1/@: 表 示 ， 用 于 深度 公式 以 07 表示 。 

六 代 过 程 是 这 样 进行 的 。 起 初 对 方程 式 〈7.6-1? 右 边 的 列 阵 
假定 一 组 位 移 ， 执 行 指定 的 运算 得 出 列 阵 的 具体 数位 。 然 后 使 列 
阵 标准 化 ， 即 把 其 中 --… 个 位 移 简化 为 1 并 把 列 阵 的 其 它 每 项 痢 除 
以 该 位 移 值 。 以 后 重复 使 列 阵 标 准 化 的 过 程 直至 位 移 项 稳定 成 一 
定 的 标准 。 

将 如 第 7.7 节 说 明 前 那样 ， 对 于 以 柔 度 影响 系数 表示 的 方程 
式 ， 和 迭代 过 程 收 敏 于 4 前 最 低 值 。 于 是 振动 的 主 握 型 或 最 低 振 型 
找到 了 。 同 样 ， 对 于 以 刚度 影响 系数 为 基础 类 示 的 方程 式 收 仑 了 
相应 于 4= 1/@: 的 最 低 值 的 最 高 振 型 。 

T| 7.6-1 

图 7.6-1 示 的 匀 质 梁 在 启示 平面 内 自由 振动 、 有 集中 质量 为 

W,-50085, W.— 100 磅 ， 求 系统 的 基本 频率 。 
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[b 7.6-1 
4. ERAI, 248))HXR[uAAR gy. ARI D REOR Ux d ERI 
的 影响 系数 为 
1 B a 
i 一 AREI 77g imr Gpe = gp 一 398] ™ 4 2325 
ML 
4:2 SEI 


[GA JITEA (7.3-D 
| ' . 500 100 
| ^ PIE | 6 4 d 


j 
= BEIZ 500 m 
| x | | 4 100 Il v3 


PX SE EE T X-2x:—1.0, 我们 得 
[9 er [5.108.307 { 1.00 ! 
x, BEIZ 225.0) BEIE 2.08 
Hx S= l, x,-2.083 € 8 xhf[G, AC fx 
PRAE je asenn g 
x,  8EÍg -333.0/ BEIE 2.46 
PREH LRH, wiem 
f 1.00 1 148.3077? | 1.02 } 
2.650 |"  "aEIg \ 2.60 
PREDAHA g —3803Écp/Xb* b. ERA 
WD= vw BEIEg/148.30 = 4.56047 EIP 


振幅 比 为 


一 -= 一 一 一- 


Zz06 


àÀ1 1.0 


—aA 


X. 2.60 
mRAGE AE o, MEA EDA A A et] 
A Ue R JAM. BERATEN 为 500o*/g Jt 208e^/g, 
E 5S C HX SIR xe 3 y- Ei AR DA wu = 135.307 /8E Ig = 
16.920 P /EIgJ&x,—-2.40x,, X25 JJ Br f SJ A 


1 T Ox 
= 75 (500 + 208 X 2.16) g- X, 一 x 1012 x Eru 


2 
4H P. EJ zD BE 9 
T = —-(500 + 100 x 2,46*) 


使 两 者 相等 ， 基 本 频率 可 找到 为 


O^  。 1 m? x 
g "1775 x 11605 x z 


一 


1012x386 EI VETA] EI 


0 -- e Se 
P 


1105x 16,92 £P 


7.7 高 次 振 型 的 计算 


当 利 用 且 度 影响 系数 表示 运动 方程 式 时 ， 远 代 过 程 收敛 于 所 
设 定 的 位 移 的 最 低 气 型。 显然 ， 如果 企 所 假定 的 位 移 由 最 低 振 型 
不 存在 ， 夺 代 琉 瑟 兰 收 葡 于 下 一 个 最 低 振 型 或 第 二 振 型 。 
JATE E BS BR Z5 X HERE, 的 和 来 表达 
X-CSOX,TCIX4 CQ Xue (7.17—1) 
为 了 区 其 上 述 方 程 让 的 所 概 设 的 藉 和 主 振 型 X; 起 Ws SR DES 
BEREA 


BLEU E 3] HH Z3 Eg 1a 7 
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现在 我 们 将 利用 条 件 C= 0 从 所 设 定 航 位移 及 消去 第 一 振 


XU. usb, HJ feuk7.7-—) 43e XVQUM 项 而 引 六 正 变 关系 式 ， 这 
样 和 将 消去 过 第 一 项 已 外 的 在 边 符 项 ，。 


XE (7.7-2) 
使 上 式 左 这 等于零， 则 忆 变 汶 零 ， 于 是 从 上 方程式 (7.?--1) 消去 第 
一 振 型 。 
5. Q g EE 
X MEX = xu) | Ü Ma Ü ls T (T. T3) 
«Q0 0 Pa. x 
= HigXQ1Xx, H OX. HiyXQa., — À 
而 上 上 式 可 得 
- 9H. f X. HP. 6 XQ X 
Ti NE (a ) se e E: 
Ta = F, (7.7—4) 
Xs 7X. 


.EXRZDTERB BARRAS Bux JÉ bR A Ui. DIABPRJEGLIHEE CE 
方程 式 00.742 为 


(RD cm) 
iXI-j, 1 0 IX) (7.7-5) 
0 0 1 
= SX 


由 于 这 个 方程 式 是 条 件 Ci= 0 的 结果 ， 所 以 第 一 振 型 可 利用 清除 
HE S 从 所 假定 的 位 移 中 除去 。 当 读 方程 式 代入 原来 矩阵 方程 式 
X -a'.MX (2. 7-6) 
以 后 其 铺 果 为 
X = 0a MSX ?rT 
方程 式 COST) RERIK kA T ELR, 
XPT OW —4&GUeDAIRE, gam, EC =C = 0 等 
SPe RRR R, ERASER So Am. MMR 
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ERABERARER, BARAKA SR HB XE . FURIE R ER 
A FEN x RH A ERO r MEA RT A, E T iE AE 
5j] 3 O rg 23 Ea 

jf] 7.7-1 


根据 茉 度 影 响 系 数 写 出 图 7,.?-1 所 示 系 统 的 矩阵 方程 式 ， 并 
求全 部 国有 振 型 。 


4—53, a x2 s 
图 了 .7-1 


ER. ERLE 1,2,34, SERDCONEUI— £6 pr ni 68 FR] d H3 5p 3&3 


1 
dil — oy — Ou. T Ear 5 18 7 78 
1 I *^ 4 
anode = usc ogg * 7g )7 SE 
l ,1,10,.7 
| 4337 3 | k * kh ^ 3h 
于 是 运动 方程 式 矩 阵 形式 如 下 
EO I I ] 1 a FA D 0 X4 
x. D qo 4 ajj o 2m o Y 
"| 3 | |^ 
X. i 4 7750 FH ' x. 


0 
X : d à 1 * 2e | 
2. 
Py ei o: olm 
MEE |. | 
Xo c ^4 B {T Aa 


ERRATE je 


Xi | "n [$79 
(n c7 14,32) 0.79 | 
1.00 


LL Xis Xas Xs m CE SEH A5. 


PE Ti FR h E E POE 


_/ È 
0. - J iom depo 二 d. TN ES 


PTR CRE, EGJE Cr- 给 出 的 方法 构造 一 
清除 矩阵 


[e GE em [o onem -i 
a i 0 | 
0 0 1 ~ 19 i ! 
根据 方程 式 (7.7—620. 8E e ERT Jy £2 RO 
TH 4 2 1:0. -1.58 — 33/5 
MIND 8 clio 1 0 M 
"E A 8 7 h 0 0 1 IM 
- Q — 4.32. 3,0 J% 
Ep] | 
=g% | 0 1.67 Ojia: 
0 1.67 38.0 /:*; 
以 任意 柄 度 开 始 进 从， 上 述 广 程式 收 就 于 第 二 振 型 
| -1.0 
| | E C | | 


因此 可 找到 第 二 所 型 的 固有 频率 


np 一 E 
TH 


A TGRIB*SSIIÉSRGE. REIA EE YEA €v0.7— [d ZEE 
C= C= 0 


C2 $o ala r = 2DF H20, 7 at 11. 0x0 


Cs = oan Cxi) ss -4(— 1.0) xı 4 20 x» TEL, O) x4 一 Q 


irf 


从 这 两 方程 式 可 得 


X1-— 0, EET Ye = —0,79x; 


—- -e e, ë A 
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HIXBR EE Jr E Xo A 
X4 0 0 0.25*3íx- 
[s 0 -| 
" 0 0 1.00 P 


Ax ABEDIITPSS—dROESEEIGAM. nDTEXSTS —À 3€ S] $m ER DD 
Fr. WERA IIR A SUPE ELTE 8 


2 ME "4 2 (0 0 0.25 [x 

| m! MI a zal 

1 am Lys | 8 » Ü 一 人 名。 1 f 

ES A 8 7/0 0 1.00 lra? 

LEJER HE Sh 

E ME 0.25. 
la M "- 7e 
| v ' 一 ak -à | " | 
> | 1,90: 


T dx zE LN EUCH! e 


s sna E 
1,68 


7.8 WEO (GIOLZER-TYPE PROBLEMS) 


在 亚 换 矩阵 方法 中 ， 使 一 个 大 系统 分 为 县 有 有 简单 弹性 和 动力 
特性 的 子 系统。 公式 用 状态 向 量 才 示 。 状 态 向 量 包 括 由 位 移 及 内 
JARAS; 包 合 有 子 系统 的 动力 特性 的 点 隆 ， EAE. dS T R 
ELIT] SE TERT TE HJ D REPE o fK HEIA US RE MAAR DA 
AGREE. MEHARRA LOREN EA R REE. 

-ARR R 7.8-1 ERA AARE i E RA 
ARKE — Ro I5" pe AAR An dur$Ex. PERAIRE ALE 
RaR PN AB DLEE I Sn 及 Enio 当 需 要 时 ， 我 们 把 左边 元素 用 上 标 
SRL. Bux m bewmsR. 

APT Ete. . CORREO iETROM 


© E.C Pestel and F, A Leckie, .ateix o Afethods din — Elastomechanics 
(New York. McGraw-Hill! Book Co. ,1983) 
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EH. Kn bh 
Ms 
— y y 
Ap Xa 
图 7,8-1 


Aam. WA 


EE = —ouwnuw + FE (7,8-1) 
Hp, 陋 端 的 和 位移 相同 ， 则 得 伍 等 式 
X.-— Eo yt (T. 8—2) 


MEEFFE, ORCO. 8-20 4E 3] —71- 6j 8 B 4 PEZ REID 
Go os id. (7,8-3) 


式 中 { ERE DEMKA. 
下 一 步 研 究 强 移 &， 它 的 端 部 力 是 相等 的 


F, =e Fi (7,8—4) 
ES RT 73.55 28 EAE CR. P R T ARF 
Xk Ent = Pio (7.8-0) 
AERTS DA SDRE iL 2E R EER 
I X |t 1 d | i X 
| - | d | (7. 8-6) 
| F' |0 1 ll F | 
i: Hg B3 77 P Ze Eg XR EE o 


把 方程 了 下 47 .8-60) 代 六 57. 8-37， 我 们 得 刘 关 处 丰 n—15bISIÉ 
28r Ek HA. 2 


erbe e le 


F 
一 mg (1 ~ M F u 
由 于 aI BHbX4A qup Ex Ed; EHE CES DE ot APERIRE e e, 
qug tcc n iit n PREME GEHE 1 处 状态 向 量 并 选 定 a* 信 
hi. AG HAEE Mi OL GHB ERA DEL 6 mpAGI Ex. 435 wc JU R 
fb, ELF IBERO (UGG M PE. GREAR Ae PETERE BB E XR 
e E EA A xS. AERA —-4 EE IR] AR ERIS CERE CET ER. XX 
KUERZEM. WRF 发 明了 这 类 问题 的 列表 方 
法 ， 江 把 它 应 用 到 多 质量 扭转 问题 中 去 。 


J 
^5 (7.8-7) 


7.9 扭转 系统 


在 旋转 系统 中 符号 常常 是 混乱 的 根源 ， 有 人 必要 清楚 地 规定 正 
BAEN. iTA He BUURI AP IE EDS E LR UD ER. PRIEEEBDIE 
Ff] Tri d [8] S P S] 1E 27 pop DUE m ETE. UE PITE RB I IE [5] A8 hz 3538 
HERRE FIREA M, iETd LE ETAJE EA Bu, iu Hj 7.9—1 


所 示 。 
8 
T 
g 8 


B] 7,9-1 


$ H. HOlzer, Die Berechnung der o Dreehschningenmgek (Berlin: Springer- 
Verlag,1921) . 
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有 了 这 项 规定 ， 扭 转 系 统 变换 先 跨 的 结论 等 同 于 状态 向 量 为 
MUTTER TIE LE 
阵 形式 写 出 动力 方程 式 以 及 以 场 矩 阵 形式 写 出 弹 DEOR 式 。 È 


人 是 
VENE. 1 Q Ye 
id. ug | Jor. TD 
图 7.9—2 
vg Gap M 

ME JM (7 .9-2) 

rj (0 1 JiTJ.. 
组 合成 


e 
一 H [ 
2 ` (7.9-3) 
| 人 TEF f . 
Icom 0D el 


这 样 我 们 注意 到 方程 式 (7 .9-1)， 人 好 .9-2) 及 (7.9-37 的 每 个 公式 
都 是 与 线性 弹 管 -质量 系统 的 那些 公式 等 同 的 。 

到 目前 为 下 ， 区 朋 的 织 号 数目 是 从 左 到 右 顺 序 增 如， 相应 的 
蛮 换 卸 阵 亦 是 向 右 还 渐 增 加 。 方 程式 (7 .8-7) 利 人 7 .9-32 竺 号 下 面 
的 箭头 指 的 就 是 这 个 方向 的 演进 。 革 些 癌 题 中 变换 氮 阵 进行 的 方 
向 与 之 相反 ， 相 理 起 来 亦 是 方 使 的。 在 这 各 场合， 我们 上 只 需要 对 
方程 式 (7 .8-7) 或 (7 ,9-3) 道 转 方 向 ， 便 可 得 关系 式 
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( I — 2. — » | D | 
ax y 1 | | D ia 
BLrfrgg3C4B 4e ie pR E EL Ime KERAHE., 18 
学 生 从 分 离 体 着 手 ， 证 明 这 个 方程 式 。 
例 了 .9 一 1 
求 图 7.9-3 所 未 系统 的 固有 频率 和 振 型 形状 。 


~ E 
al _ 
= (7.9-4) 
r | 


"n- 1 


Ko-109 — Kgs2xlO9 磷 * 英 寸 /弧度 


4750 J —J4.-200 A- ioj- 


图 7.9-3 


BF. MAÈ EGGS AG. GAS IB] ERO 
9 «* pr1,00 
99! = 


位 置 2 及 位 置 3 的 状态 河 量 为 


Roo; -日 ， 
8 1 10 l / i 
=| - 1009? (1 — 1909) 
T 7100% ( 1 ~ | az 


R EU -8 vj R 
| T ! z x 19 [e 

=| . 2000? - 20027) 
p | 20099 (3 - 25257, | » 


BETER, TERRAS 5ST., XAbDrELZgMÉ[DEEG. H 
T BEES EHH., JEKT i= 0 的 频率 就 是 系统 的 固有 上 频率。 下 
HAt OH I Ie 值 情况 下 各 个 位 置 的 状态 加 其， 图 7.9—1 gd 
mpi H+S Ho RAELA ME A a [= 126 W/E, c.-—210 9k 
BE Eb, 0 —126&0-—210Hf, HIE T: 不 是 零 ， 但 很 接近 零 ， 近似 
于 了 ,= 0 的 情况 。 两 个 男 有 频率 的 振 型 形状 亦 表 示 于 图 ?7.9-5。 


9 Bit gif 
o TLE/W (9. HE 2 
1.00 0.206 —0.355 
126 0.794 x 10* 1.121 x t0" —0,009 x 10" 
1,00 —Û 128 — 10.547 
1590 1.128 x 16" Ü 542 x10" — 1.6185 x 160? 
1,00 ==] 205 0.347 
2160 2 205 x 10° —5.104x 10’ —0.044 x 10^ 


例 7.9-2 4x4 [e| A 85 FHH 

HETE HAAF HAWE FRA 7.9-6 的 扭转 系统 来 说 
明 。 该 程序 是 这 样 设 计 的 ， 只 要 改变 某 些 数据 就 能 适用 于 任何 其 
它 类 型 的 招 转 系统 。 
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我 们 将 用 方程 式 (7 ,9-2) 与 <7,9-1) 演算 而 不 直接 引用 方程 式 
(7.9-3), EEZ A. MA 


» \ | 1 K | | ? (7.9—2) 
I | 0 1 


ni + LF 
GC -9*]7 Ju Lh. (7 .9—12 


5HE. 3x48 p RU 
90,N 1) -200,ND -TRGN)/KON +1) (a) 


JFLO,.N C1) = RAN) Cb) 
IRON+ -TLO,NE1)—2a0D*s JUN € 1) 
“OT N +i) (6) 
3, rp à zo 


TL -= AREARE 
TR:-lm X A E 
下 标号 丸 规定 顺 着 竺 构 的 位 置 ， 下 标号 虐 规定 所 用 的 频率 。 为 了 
计算 :机 程序 的 要 求 ， 有 些 代 号 要 作 改 变 以 符 合 Fortran 语言 。 例 
W. KREK Ap EHI TRAE J 要 分 别 改 为 SK 和 和 SJ，98 要 写 出 它 
的 名 称 ， 等 。 
利用 上 面 三 个 方程 式 就 可 般 纺 构 上 各 扎 训 在 不 局 的 4 值 下 的 昌 
和 了 部 。 在 加 有 频率 下 ， 固 定 端 处 的 必定 是 零 导 。 
选择 韧 什 吕 及 增 量 4@ 能 对 频率 范围 加 发 仔细 研究 。 例 如 本 题 
中 我 们 选择 频率 
O= dû, 60, 80, 620, 
RE £j I FE FF 
G(1)240-0I—1*20, 了 =1 至 30 
HPR 4CD 后 用 十 式 计 算 
ACI) =li)? 
$1 356531 9L A& TE 
| 801,021 
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TROU, D= ~ AD JOD 
ADC), Cbo, OREI AMP RRE TA TS dS — xx 
NFH., EAN = 4， 工 按 整数 进 到 下 一 个 频率 ， 再 重复 上 
述 过 程 。 这 些 操作 从 图 7.9-7 流程 框图 中 可 请 楚 地 在 到 。 


£1! = a0 
ALT) = 108500 
git 1T) 21 
TRU, = -MOH 


KIND JIN) KEA = DE, N) - TALAN ERIM} | M) = tt) 
TLU, MY: TRUN) [wiN= 404-020 


TRU. MY) — TLU. M) XP AAEL A] 


图 7.9-7 fui [Rn] EE LEE dE ES 


UEEBRIuYE Tg. Bj7.9-85« 1&8 HEO, Igor XR Hb ER. 3 
统 的 加 有 频率 是 相应 于 o, 等 于 零 的 点 ， 从 图 7.9-8 可 din. € 
休 是 
©, —]80 
GO, = 256 
üy =552 
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= |S zu £u 


E] 7T.9-9 œ= 18015] fg 901 EAR 


Ho = 604r x IIO; 表示 在 图 了 .9-9。 

阻尼 系统 当世 括 阻 尼 时 ， 变 换 定 奈 欧 形式 是 不 改变 的 ， 但 
Ai Ha CPU BE BJ ZLORUE pu Ei XT. CEPRUGEHT.9—)00ÉT2R ER "FG 
eZ; ERI REL HER TE So HE ia BHA- 44. EIRE e PFL TEL 

—G^f/.0,—4 5 —-TL-id0c,0, 

BL (0c, —0* aBa TE — T5 (7.9-5) 

EXLETE FE Dco E Ru 
Ti = Kp, On On- -f9g,(04,— a-a) 
= (Kn 498,) (On — 0,.,) 

FRE RH. JE 3 ERR 8] AA ACRES ALEE E ax 


《7 .9 一 6) 
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5 1 0 日 L | 
{7} = [oc a SEM (7. 9-7) 
[^| -| I roo | | Í | (7,9-8) 
(rh lo c0 Eha 


图 7.9-10 HEH RH 


除 质量 和 刚度 元 素 外 ， 上 述 拒 上阵 与 无 阻尼 情况 是 等 同 的 。 现 
在 这 些 质 量 及 刚度 元 素 是 复数 。 
讽 7.9—3 

pp 7.9-11 的 扭转 系统 ， 在 圆 盘 4 的 右 侧 处 以 一 谐振 扭矩 激 
Wh. R- dt £O SR EE) — UU A EUG RUE 


Vlt "E d da 


T sin Ge? 
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Ji J:=500 833p Re 

Js= J.-7 100088 Jp RE^ 

K= K= K,— 10^ RE XT EL HE 

Ci— 10! BE AEG - ERGERE 

8,7—72x10* 磅 英寸: 种/ 弧度 
ER. 第 一 附 表 中 表示 @%*= 1000 的 数字 计算 。 第 一 表 列 了 对 种 个 
区 段 # 的 复 质 量 和 复 团 度 项 。 把 它们 代入 到 点 阵 和 场 冠 阵 即 方程 
3407,97) & (7.9—80, RRSSAA KERARI, WEL 
HEF 


2 (0? F,—31Gc,)107" CIV. og JJI07? 

1 0.50--0,0i 

2 0,50—20,316; 1.24-0,0: 

3 1.6-- 0.01 1.04-0.0i 

d 1.0+0, 0s 1.04-0 635: 

n B. | T? (o?-]000I8) m 
] 1,04r 0,07 (0,50--0,.0:) X 107 m 
2 0,50-- 0,01 (0.7564-0.158:2 x 10" a 
3 —0.250-4-0.158: (0.50--0,02) x 10° u 
" —0. 607-0. 384 i (—5.1b7--0.384/) 10 


H RESA AXE HH, HE LxbibE, mi jg 图 7 了.9-12 的 招 
AB B R ih £x. 
H £48 ULT TS Scd SS CRI E Aea U AT S] A o E M e 
Bdhhing. Pm, Io? = 1000 合 扭 短 为 10% 0, 107% + 0.384? = 
0.394 x 10° EIT., MAA TA HRI RANE [TI HUE 接近 于 
GO —4/930 = 30,5 JE E/F, KERA 8 S EAE AMJ RARI 
类 率 计 算 ， 这 种 系统 在 没有 扭 定时 也 能 维持 运动 。 
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图 7.9-12 HI7,9- ii Big H S EXLETTLARB LESE HR £3 


例 7.9-—4 

dürET.o-11, WET -2000 wE, @=31.6 JL BER. $% 
25 AA 2 E dc i 
BE. E3448 8H 3055 2139400088 - 3E ^p ip PE EO = 0.53R BERI RS 
d. H Tik E FHE, Hir HETA F 3 B I EJ 3 UR 7) 


P 
0.5 x "394 = 0.00254 Ji BF, 


7.10 齿轮 系统 


考 虚 图 7 .10-1 传 递 扭转 的 系统 ， 轴 2 对 四 1 的 速 比 为 ”。 这 
全 系统 可 简 伦 成 下 面 的 等 辫 单 轴 系 统 。 
以 轴 2 的 速度 等 于 记 = m6,， 系 统 的 动能 为 
T —--JQ6:-x-dxJeO: (7 .10—1) 
S rra [x 2 相对 于 轴 1 89$ SPI SE 29 nao 
AT AE 2 相对 于 轴 1 的 等 效 出 度 ， 机 又 因 盘 1 B2, Xl 
齿轮 1 WEIHE., EE, MiA 2 将 转 过 6a = n0. BAE 
将 是 轴 2 的 转角 。 于 是 系统 的 势能 则 为 
U= 4 K,0i o 3- Kmi (7.10-2) 
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V Ki nËKa ne 


E] 7.10-1 Hi X BE S xm RARE XR 5E 


轴 2 相对 于 轴 1 的 等 效 刚 度 为 2 到,。 
因此 将 轮 系 统 的 规则 干 分 简单 ， 把 货轮 轴 的 全 部 刚度 和 惯性 


MRA, eb” 为 将 轮轴 到 参考 辆 的 速 比 。 


7.11 分 到 系统 


分 及 系统 常常 会 碰 到 ， 其 些 笨 例如 ， 船 船 装 置 的 双 螺 旋 桨 系 
Hr. TUipSRENHOWREDAIEXPRAXEm. ADBET.11-1B8T2&. 


E T.11-1 HEA dU gl 


xx Ph BEBPRODMNMIET.I1-2BTEI—XP—BmBmISLIS, Jj X 
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3& £t 4E REA TE SECO NI BE 306 EL ESSI BE EE OPE 27 o 


wu or nh; 


| ] 


UY 
T 
b. 


ed dh 


^h, 


图 7.11-2 用 一 对 一 机 构 简 化 为 相 同 速 麻 的 分 及 系统 
B] 7.11-1 

REXBPRHT.11—-3;R JR £o 27- XL GR So RE BU RB PR Zr dA 
8T. —vpdR IX B] NU SERUURETEXSSEUIS, M ges 
化 成 为 一 对 一 机 构 ， 吉 图 7.11-3(5) 所 示 。 然 后 我 们 进行 从 信和 置 
0 到 位 置 3 的 运算 ， 注 意 商 轮 刀 是 以 工 3 ,作用 在 齿轮 4 上 。 


d 


tj- 


加 7.11-3 分 及 系统 和 简化 奉 统 
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ea TEM 


881 
TL R 
Jd ———— 一 一 一 和 TAJ 
m 
Ta1 — 08 


E 7.11-4 


Ej7.11-A3& zs E AEn AR ESPERE. T i.vyEonIEIPTHAB. UD 
$E BOIS AMHRAN, MAR. Pid LHE TE 
TA 
T5. TTA (7,11-10) 
RAIRE E ah A A AMRO Em P 
运用 方程 式 (7.9-0 并 注意 7 =0， 则 对 BB 轴 有 
— 


.R 


| | atn f, 
| UB (1- DEZ, — wy |: fn 
| | An"K, ) K, (41-2) 
| ; 
n] een a io 
1 d 
由 于 881 = 一 B41 二 ~“941， 避 得 
e* f. 
oh - (1 一 一 x Jeh- — 8i (7. 11-3) 
T$,-0nm O2, (7,11—4) 
消去 上 ss 
— mln? 
TE = nda 85, (7,11—5) 
(1- 27 | 
K, 


以 方程 式 (7.11-5 代入 方程 式 《7 .11-1)7， 并 联机 EJ 4l 4 Boxe 
换 关 系 为 | 


í ia -or (7 | (7,11-60) 
G- TR) 


RAER DL TEGS T8 89 75 TR CE REAL TR SIS RET T iS 


7.12 35 


yR RC BUEICE frp m 量 并 用 GCDERBSEEÉBGEOÓA DRM 
时 ， 可 用 N.O, xi sE SUME 9 pE — T DE EESU F7 
位 置 的 位 移 ， 转 角 ， 弯 矩 ， 剪 力 ， 它 类 亿 于 起 尔 寿 方法 。 另 外 ， 
从 计算 的 简便 和 效能 来 看 ， 这 些 方程 式 以 宕 阵 形 式 表 过 是 有 
利 的 。 
(a) PRAA RY BH 7.12-1 表示 具有 集中 质量 的 理想 
ie p—4 3 UE. 


图 7.12-] Hog dE pm ny ts x 
研究 第 # 段 、。 作 用 在 质量 和 这 断面 上 前 力 和 弯 宁 用 分 高 体 图 玫 


(P MH.O.Myklestad, "A New Method of Calculating Natural Modes 
of Lncoupled Bending Vibration of Airplane Wings and Other Types o£ 
Beams” , Jour Aero Ses, CAPrI] 1944) , pp 153-62. 


?2É6 


zm. Aa A ARRAMA ERAU 
AIt = ME Vi_ = 
| (7.12-1) 
Vi-y?—o^v, M? = ME- Vil, 
En TEREA, METT, 12-27r. MAIN sg EL 
BAR $8535) EAE 


i3 
— 一 一 一 i TAFE 
Va Vni tinni Mur yrypys 7 V5 BEI 


M £L, Viii 


Üa = Go. 十 (7.12—-2) 


(El), — 20ED, 


E] 7.12-3 Ela EE BU SR TETTE TE 
这 里 所 求 用 的 不 同 影响 系数 是 根据 均匀 梁 毁 ， 它 们 是 
(12 纪委 梁 的 转 萌 GEH Fe- 14b m x) 


EF H a IIS f AS ES ERY 


=F Ei 5 AREE fir 7] 51 E 
(2) nE ERATE Ohn- AEU RE) 
--ZED 由 于 处 单位 可 十 引起 的 


4 ET 出 五 处 单位 竟 力 引起 的 


在 方程 式 (07.12-20 PRM a VaMe V... 的 关系 式 可 
根据 方程 式 (07.12-10 求 得 。 这 些 方 程式 可 改写 成 


227 
ME ba | Vsus 


Yn = Yt thn Ort HED + BUET Cl 
_p Mab. Vid 
ME -20-40-- ME, Vso -tn 
V£-0a0cr0c-FVZ-: 
HAERERAA 
] L z ga n 
»| |i! ? 57 BEI | 
05. EI 2EI 118 (7.124) 
M 0 0 1 o (lar 
V 0 0 0 1 V 
对 质量 mm 点， 我 们 有 
YE Ya Me = Ms 
05 — 05 VË =V E + Om yr 
32g, SP H aA EF 
D | 0 0 0 y 
je | 0 1 0 0 g 
mjo 9 1 0 M (7, 1279) 
v om 0 0 1 | iV| 


IPEA C320 代入 方程 式 7.12-5) 的 右边 列 阵 内 便 得 到 
联系 状态 向量 4 和 #1 的 最 后 方程 式 


5n 


| 1 0 0 0 1 i LE E 
> SEI SEI |." 
| | o 13 一 _ 
=-|0 1 0 0 | EI 2EI | 
M | | Q g 1 0 t Ü 1 i MI 
pj mao 0 1 | 0 0 0 1 " 
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L ; 2EI GEI |^ 
i p 
[9 1 Ei 2EI ||0 
> (7.12-6) 
0 0 1 I M 
ü) $i a 
Qa O5 SET 14-9 m EI y 


对 于 任何 频 率 @， 方 程式 (7.12-6) 使 我 们 能 够 从 左边 的 过 
界 0 起 运算 到 右边 的 边界 Y， 这 些 线性 相关 的 量 用 方程 式 表示 为 


Y Hi $2 dés — 5, Y 

9 Ha, #22 ff23 —— "fs, 0 | 

M| Hai Mas Has gy M (7.12772 
V tfa Har Hyg 1544 v| 


一 般 地 说 ， 两 端的 边界 条 件 总 古 已 知 的 ， 因 此 满足 这 些 条 人 忻 的 频 
率 就 是 梁 的 固有 频率 。 
f 7.12-1 
—RALBBPiEpETPIZS, LAEE. RAE H e 
有 频率 的 边界 条 件 。 
Bt. WBO, Y&4—0, 800,—0, MAEA (7.12-70) 我 们 得 到 
M y = du ME Haas 
| V y= uggi g + e, V, 
APM, MF ÆR My 和 Fn 一定 是 零 。 如 果 方 程式 的 行列 
AARRE F, wE 


figg His 
= 心 
T: Tjd 
RJ HRA E M o eo Eng aAa R MA T SEXE SE m AE, 


Cb) XE ”这 一 节 我 们 将 研究 旋转 深重 直 于 旋转 平面 的 
振动 ， 如 蚜 旋 荣 和 透 平 叶 行 。 由 于 有 离心 力 ， 我 们 将 需要 考虑 这 
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T Bi bro 3 Bp 39] jp T SERIE TE BI Pe 
离心 力 垂 直 于 转动 加 ， 如 图 7.12-3 所 示 。 质 量 为 ae， 柄 心力 
等 于 和 nn 总 *x 因而 必须 引进 附 衣 的 量 是 回避 为 
FE = F” + yr, (T. 12-8) 
式 中 . 
Fh- pom, Q t (7,129) 


{=r 


pe 
| 
VENE Lc MN MM 


图 7.12-3  hET63XE D. my BED 7j 


贞 于 这 些 项 ， 弯 第 方程 式 改 为 
M8.,-—-M*^-— V —Ftoyt — ys T 
RMF misses Fim, RRHH FF: 看 直 于 梁 的 敢 部 分 
4E BIYE 
y= YE? Or, - gi Fier SED + 
ES M 
- Vi SCEI), 


M EL piii ee 

Lo O27 nen 5 V nbn Uni nbn 

0n = Oa. * ETI, ~ «(EJ ^ SC), 

这 些 方 程式 现在 能 整理 成 从 友和 癌 左 进行 的 计算 式 如 下 


FL 2 Fn 
de - yt pg] Bo =- "h an [一 一 六 
Vn Fa esl i. 6] "i5, + Mx Ey, Vs BT 天 了 了》 
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FLH i £ 
z EDU "E 5i b a | _ 
08a molitan l ME "Y^ ED, 


ME = Mi[1- EE ]- Vi (tat EDT ]- 


L L Fg 
-0a Ps [ 45 BCEP, 
Vši = ři 
WE IPEA’ Xx J EG NA Bn 
和 EIS E I3 5 
x 1 -+ GEI ) $EI — ET Í 
IE Í E 
8| 9 (1+ zET-) EI JET n 
| «— | 
Fi Fi* FiS | 
ad o -F(t*ir) (frar) A "szr) M 
| 
V 0 0 0 1 ip 
(1.12-102 


FAH, RAI HEY Rm EE 


M 1 J ü ü | v 
0 | _ 0 1 0 0 8 | (7.12-11) 
M 0 0 1 | M 
P'an — in: 0 性 
把 它 代 入 方程 式 (7 .9-10) 的 右边 列 阵 ， 最 后 的 结果 为 
SM p ^ rr R 
MEN mo k? ) d FU ) BA LP l fyl 
y | (1+ EET u SET 2 五 了 Lf > 
Td i FE J J2 
E (1+ ET) El 2 五 了 
"RN PE) (uu EEY (p EE) (4 FU) | 
(7 6zi) A u 6 五 7 (1 ET G d 
vi 一 su 心 Ü 1 | V 
# = 1 PEE. | 05h 


(7.12—12) 
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(co *$d-hiftédss ULEDRHUB.TSLEN T5 振动 的 加 有 有 振 型 
带 常 是 弯 则 -扭转 寺 合 振 型 。 对 于 这 些 振动 的 高 次 振 型 来 说 ， 与 
去 褐 振 型 比较 有 相当 大 的 不 同 。 为 了 椒 理 这 类 问题 ， 有 必要 引进 
一 个 附加 影响 系数 霹 。 辣 定 攻 为 在 #4 处 作用 有 单位 扭 汗 情况 下 ， 
nRT- 1EM A. HIT.12—49 p EIE Et, HH 
ERARA 
Tao TRS faa 9aCH Y. 
= - Jp Ph mycQ40 v, 
Pi ~ PE Tih, 
^ 9-0. 
式 中 = Jng t Maon Jeth n Bt RHI T PERI SEHE Bl pA. EG 
Tb PI A S 7J 2g | 
Vi-VR&- -Mp Yy t CnPn) 


»n [Bi E] Rx PE I Ag p 
MW Y | 1 o 0 d’ 0 0 ; |l yi 
Bc d 1 90 0 0 0 | | 8 
M| | 0 0 1 0; o :| 
pi = | mO 0 0 1! moc 0 | V 
d | 0 0 0| 1 0 p 
T fa (ma o Q Ü - Ja’ 1 M ^ 
(2.12—-13) 


(一 11) 和 积 C» )1Lgaphrc mI WRS AB 阵 同方 程式 (7.12-40 一 
FÉ. EEA AI I ER 

Hie GA REX €7.12-140 代入 到 方程 式 (07.12-0)0 0H Xa 9!" We, 
ERI GORHpERZISESEED]E (x 一 1)R 处 状态 向 量 间 的 联系 。 
1f/[7.12-2 

HE17,12—53€ 2 E 3- BLUL SUR BL EF TE ZS qa n eI SD Bg 质量 离散 化 
EJE. ARHAR AEN DER By 27 -ptM 3 A UIS. 
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-ETA Hd 


正 [2 p A 
u 0 è SEI SEI 0 y 

l8 0 1 ; ^ 

| EJ Ey 0 0 g 
y= 0 0 1 0 9 M 
iv 0 0 1 0 0 V 

: p 0 0 0 0 1 RÀ 

(2 D Ò 0 0 0 1 "in 


(7,12-14) 


A. 为 了 使 用 虐 踪 方程式 (7.12-14》， 我 们 说 飞机 中 心 线 为 0， 
并 和 令 极 身 质量 的 一 半 及 机 身 租 对 于 弹性 轴 的 质量 局 性 矩 的 一 半 为 
muEJu, 4-0. BUR RIO AB 7D, m0, 50, XERE 
AJXBPECIT3E COS, 


Ej 7.12-5 


对 于 对 称 振 型 ， 在 中 心 线 处 弯 dh Hf 07, ]339V 20$ 258i 
ETE 都 是 R, DRAS, JAHE F. TEMAM 
Ji fx (0.121 得 和 边 算 方程 式 为 
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AR uar 
- : 
M M 
y: 一 f£. i jet 
- p 
rj, o, 


"E RI Br s 
[^ p figa Has | 四 
W?-— [|t Mga Hag M 
Het Heg "| P ia 

TOCERAE Yo Moa Z P WAERME BEER RAA E, 
98773, iHe ZEYLITUEEJsE(R. HEH TRE Xr 5 xx. FA 
0 wg 35 Beg ee; ; BI dT P xk d 256029 E fel. 

把 下 列 量 


Eša, tas tiag 


D) = 


$a —— 15432 Tas 


Har Hgs — gs | 

iE nv 5; o A oem R, RARR A Nu. DE AE 
到 后 振 型 的 形状 也 可 由 计算 Yy,，6 及 9 而 得 到 。 图 7 .12-6 表 示 一 
种 特种 战斗 机 的 第 二 次 对 称 振 型 的 此 型 等 值 曲 线 。 


arc 
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7.15 XR HiEdH Rut ERsB RE 

BH E n p gy dE pap pe 24 py TRA X3 PEBSCRH FS]. DX. Ez Bj BE 

spese REED ASIE. Mias ETTE REGERE, EE 

PERISA EF i1. FAZA AEAEE A. THO 
1, BEJ7.13-1., 


l ， | ; | 
| PF (1 一 一 一 D ya | | F 
i | v 


| 
| | 
| x | CUR 1 | X 


l "1 i Á H=} 


EIPRE RH A E (7.8-7). Ae 2. 3HPH7.13—2, 


3-1 k 
F5 -1 k n 
AM m H 
An-i "Xa mm c X 
7 .13-1 El 7.13-2 
( Oom , 
p) dm -oml e 
= | |， (7.13-2) 
| 


» RTI 1 x 
| | n+ Ti | 
ln "-d 


捕 沉 3 ， 附 图 7 ,13--3。 


EP 
k4 C F4 
Fn 一 | -一 | ] 
Xn—1 k «n 


O'm E, + £06] ) z 

r | (1- Bk, + deck, tA) Tem] F 

o kitte 
kkt Zc kyt R) 


!gn ři- 1 


EEFE, PHE YERA. 
tEAM A. T e E EA E 
A B ) 
C D 
行列 式 AD — BC —1.0, d: Ep ERA E Hip AEAT. 2- 
6)», dx HERR TIAUSLURAE 1, ， 这 是 很 容易 证 明 的 。 
当 系 统 有 2 个 租 同 的 分 朋 ， 变 换 搜 阵 方法 导出 方程 式 


I^ E 
UE = CT" LI. (7.135) 
由 此 得 到 一 个 重要 方法 ， 能 算出 变换 矩阵 的 第 % PCM BOEkAEWI 
定 矩 阵 C 工 I] 的 特征 值 kK 和 特征 向 量 s:， 但 不 要 和 前 面 讨论 过 的 系统 
的 固有 频率 和 振 型 形状 摘 混 。 
矩阵 [TD] 的 特征 值 和 转 征 向 量 满 足 方程 


TI={ (7.13—4) 


CTYI {EY -HEY=0 | (7.13~6) 
A B 
对 于 [TI=[【 ~ p b 特征 值 可 以 从 下 列 特 征 方程 找到 
| A= n) B | = 0 (7.18-7) 
C (D-H) 


由 于 AD ~ BC = 1， 故 得 
ma A+D LY (A Dy -1 (7.13-3) 
FEIE [n] EET BERCE H EC [BE 2I XE 


(E) nian 
c7, 13-9) 
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FFRI RHE e E EUER HT AREE D 
- rr Ys 
CPI=[ uu j (7.13-10) 
两 个 方程 式 
CITI {ġ} =u iC 
Xu EKos.ck Hi, GHüdenpip gw iR—cBERJDRR ( 亦 疝 参考 方程 式 
(6.10-16)) 
CTICPI=CDPIL A (7.13-11) 


式 中 [A)=[ 7 7 Je esae xp m see. 
0 M 
HÆ PIU, ARAI 
CTJ2L PICAIE P 27 
上 述 方 程式 的 平方 汶 
[TJ -CPJUCIT'09-CP3JLAJ:P)'CPJCAJOL PT" 
-EPICAJ CPI 
、 0 
Am CA] -Í 0 Hi ] 
ARFER «RE 
CTI" =C PICAJ” P] (7.183-12) 
XT 23 T£ T Pe. F3 342 e E 


Ca harra hn MIA 


PT 


fà, AIR O wE EA 7 iaie H A, tos 0, F.-0, RI 
得 出 

0 — GF, 
因为 Fat, MA 1420 BEJCSUIBUR MUR, DORBEIBTOGLFR, SES 
短 阵 的 元 素 是 复数 。 这 种 情况 下 ， 端 部 位 移 可 Xe pl, 7: 6.4 
FAR 

] = £&y, F, 
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7,14 255p 7j EE 


差分 方程 对 重复 型 相同 分 段 问 题 ， 提 殿 了 另 一 种 近似 方法 。 
作为 重复 分 段 例 子 ， 考 虚 图 7 ,14-!1 所 水 的 入 屋 建 筑 物 ， 共 中 每 一 
E Hu d eE EEX n, Hic EHE [ape r ES fu p] BJ] E eX, 39 E HU HE 
AKR RY., TEP n -AM ERA aA TEN 


图 7,i4-1 用 差分 方程 分 析 重 复 结 构 


MEn = AC Enti — X4) — EC, — XS) (7.,14—1) 
HRGS, "CUI XedB 3E 


m 
Xma- 2(1- 3 Joe Xu Ü t1.14—25 


WA FIR 
X, = g'fF (7.,14—3) 
UEHESESnE SR WE ES RM D E 3E: 
Dm gf pegit 
et 
C7 .1d-4) 
(O^ 3H B 


LEE u L a uin? 
pi = 2 (l1 — cos 8B}= 4 sin 2 


335 
X I5 XS ERO 
X, = AcosBa + BsinBs (7 ,14—5) 
AH Ah BBLR tAE. d&dbsnab. s-0, WE XQ-0, E 
Hd-0, DEsBRe- 站， 运动 方程 式 为 
M. = — k(xy — xy) 
用 振幅 表示 则 为 
Xy (1- —— 9X. (7 .14-6) 
juu AEICA bL. 4H OBESSE AX 
sinBCNV —1)2E1- 2(1- cosB) 2sinBNV 
fife 2s 3E PEZ 
» cosg( N 4 ) sin £ = 0 (7, 14-7) 
下 列 条 件 可 满足 上 式 
LA 
cosg (Iv t> )-9. 2 — 22N -1)" 20N +1)? 
291 
DON 4-1) (7,14—83) 
西 此 国有 频率 可 由 方程 式 (7.14-~4) 得 到 如 下 
G= 2 hím sin 三- (7.14-9) 
xx FE 5 18. 
Ro x 
e =24 SIR SON +1) 
E . 3a 
E , CIN —T1»x 
sin 2(2IN +1) 


Gy = M - 


H7.14-2 3€ 84 N. = 4 时 这 组 固有 频率 的 图 解 关 系 。 


一 一 122-59 o 
B] 7.14-2 N =h tE RB S x 


A Li. 
7-1 试 建 立 图 了 .7-1 所 示 系 统 的 如 下 形式 的 矩阵 方程 ， 
(0) -wo a] 75 (8) a 
7-2 oKHEP.T-2Bpum 4x ER SE OMEN XÉT, 


分 一 x, 
: Ki Ka Kx 
Fr. m. 
RENE e NN 
图 P,7T-1 BE] P.7-2 


-3 写 出 题 7-2 系 统 的 动能 和 势能 表达 式 ， 当 
ML MELOMET S 
Èa = 3ks m,-2m 
Ra = 28， 


这 里 列举 的 姜 分 方程 法 广泛 
应 用 在 其 有 重复 分 段 的 许多 其 它 
zA RHH., AA BEER. RAE 323 
程式 (7.14—-95 £8 1D: 
每 个 问题 的 上 值 必 须根 据 过 界 条 


当然 对 于 


利用 动能 和 势能 梢 等 ， 定 弄 好 * RDA, Ar, n, E 出 o-a dü 
£k. Hte HERE. EA LURAR n fü: ULEXTIDIVGE 着 A 


HARTERA RE , 


7-4. KPBSIP.T-4BpzR XU EEG UE EI RC 285 0. AE LUERE Am 的 


运动 方程 式 。 


7-5 RAHAAN A AD RJAZAN. — 5 udxbAS x. 5— £x 
JL5i120"Xj$p4R s EP- Bru. BXLEBSRIEATSAGES[E— BON 
RAA 0 的 方向 的 影响 系数 与 9 ALA MEST 1/1,5k。 
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t 
rr» 


———0o— —9 K 
ko E 
E] P,7-4 Ej D.7-5 


7-8 3EKREJP.7-60N;zk —vrHEBYBE NW XsA. 
7-7 GREHP.T-—TBEPGR Lr E HBEERHUSESE- ht 3:23 0 EON Xs E. 


TT TEE EN o lin UF rt 


E] P,7-6 


7-8  iEHIEIP.7-8Ppz5 EA [el E R ER. A TILES XS De DUAE S7 Feu A 


f Hefe dee Cete) 


üt- 


K, 
5 
-p 
7-9 liEté—-rfw 8 ARE MR a R TE A e EE GA OUEBYEIE 7. 程 
sk. JP SHiIT-8iISSRIERS. 

7-10 BH P.7-10 Br s Ju AR, [61 e E e mL TU TREE HP REEL I PX 
迄 转 系统 。 利 用 婚 阵 公式 求 出 两 个 固有 频率 。 

7-11 求 图 P.7-11 遍 示 一 架 必 机 的 向 化 模型 的 轩 有 振 型 ， 其 由 M moss 
Br o L8 dEBI SJ. 

7-12 利 有 开瑞 利 法 ， 人 估算 出 图 了 了 .7-19 记 示人 集中 质量 系统 的 基本 其 率 ， 


— A— m — m — — — m 


lOO B2 SET Ep? 
20 


gS 


B x IOR E/E 
Fi P.I E P.7-10 


m 1 | O 1 um C a . d il 


7-13 SEIB ES P 7-13 Ro 4 D RC 0) RE EE ERE AE ZELDA 

7-14 — RME uM, WEAK -ENP HAm WE P.7-14ETp m, 
4 ig ib EY Bd BE Ag A G/D TAAR ARR B. AETA a 定 
位 移 Vua.-sinCrx/5D-rb, aEHJEPRJZ Ran 
RA ni —— 60 

(t)? 2 25 KR o4 ^ 2 4 p 2 

M ERN 4b + b* 

2 7E 


用 Bo /80 - o, ETRM RICEHUET 
人 


时 s 


ko E 


b 


P.T-13 图 了 .7-14 


£43 


7-15 利用 方程 式 :7 4-30. cR E7-12] 1E rf icy SEC] c ERE 。 

7-18 F HA R.d) RET- ZA BE TEJ [STER PER 。 

7-17 FUERA so .LREIP.T-1TPHILAS [Hid EA Eek, 

7-18 HHR EA RAP -Nn AREARE, 
W,-W,. W,z4W, Wa = 2 


W, W3 


Ej P.7-17 ld P.7-18 


7-19 — 4 M SULLA 3E do EE HUE. — 110018 B9 3477 EGER TEE ER0, 78:36 
3b. fuum Bat gir 56221X/5. 3 —732028 m ab 38 Cg iG 
php HSR Ai qur fb 85 ig ULT ph A9 LL 
7-20 — 4 E m E E COE a aA a lage ha dic EUH Jk m SEE. IG 
AASA Eh MAM E— EUER l0 eA E pe R38 / f». 
REHAR N, | | 
7-21 求 题 7-10 系 统 的 两 个 加 有 振 型 ， 并 涪 明 它们 是 正 交 的 。 
7-22 xKRHT-13B9.H XT XE B-E He 8. EN TA BTIESETE. 
7-23 EuT-73&S9. WE 
R= 3%, M, =A 
Ža 5A. = 2m, 
R4Q4-2R, Wa = 1 


3 5 xs TEA HAERERE., gmi $e 7€ Sy GL 


AETE. 

7-24 Xm XP UAM. 3b EE 4:8 7-23 AEEA, BOB OBERXA e 55 om 
比较 。 | 

7-25 求 图 P,7-18 mrw, =W, = Wi Rd —RcE SER, MIR HEF 
£u EBET d uns 


7-26 Wick HH AB và 51 ZA, ES HB TIAE EUR Sj p, Sb IE T YE Sp IE, 
7-27 HB TÉ ZRIBIET: E RE P.T-273 52 E55 XE SEI SL CTHISUEL IE SR 和 
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ERAH. D 五 有 有 下列 数 值 
Ji2J.-Jfa-i0mA.4 
IFLEDE 16 F 
K,-K.-21,.5x10?85 3 gp / Jm BE 
K4-22,0x lop f, qi HE 


图 P.T-2T7 


7-28 ATEHERE JIA. RALAN R TR EX 50 TEE 是 和 di. 
如 图 PP,7-28 所 示 .cK ELELpPEU BOUESELE Hsu BS XC SIT IDE SER, 
并 画 出 入 座 的 担 特 所 型 疼 。 


"Cm Sp IRE) RS USE IgE) P l | | 
| DT 
SO 15x 10* E 


1 

2 138 — 30 
3 145 22 
4 181 46 
2 260 120 
6 ġ x 140.000 


图 P,7-28 


7-28 如 果 在 策 ? ,8-1 所 示 系 统 的 圆 的 3 上 加 有 名 = 150 98 Sf ERE dH AE 
1000089 Xt. cR AA e c ES] rt RR 3B a 

7-30 图 P.7-30 AR HE Bep EEG xr LOK st BH Sp TAB S d EX 。 

7-31 5]7.9-3. 7,9—11 AX SERE £Z&4 I-A O0, 04x 105 (S xp EF. 
sk e? = 600i] AA [RD Zt A PLUR DER S 

7-82 Æ P.7-32 Bo mid 14e21l5uBEHSBUERSTESRSEE. ëp ie 定 
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9, 10^ 


Ka c 5 x08 


K=O 


J 720 
Ja = IQ 


图 P.7-30 


Bo Xr d BEII AALA IRERE T a aa BP ON BH d 
UP 

7-33 RA P.7-33Jk 75 A ie XR He] SER E E Ap L3ETE E BS IDE C 

7-24 3E RE 7-33 / HE SEORIAC D BUE TAREE, /'—2, f"-6. RA OH 
$e zs an BUE A98 

7-35 RA P.7-35 Bras dE S 3&5 80 94 Ir RRES, H Ken ATA 


Aig 240m 


—————-—HB 心 da. 


zx daz 2" 230" 
"EIL ic 


e 二 | gexep ege 


FP 


一 总 所 


数值 
Ji-158bSGp.T5 — K.-22x1098& SP OE 
FPLBULTE ONDE 7 Ka =1,6x 109 3p / 3C BE 
.1a = 18 磅 英寸 。 秒 ” 321x109gg 2E ^J / ILE 
ILICE E SEES KAa.-4xIO0"BESEGPÁWLHE 
SK ahnxp4dedhdxkLLOu 61. BXrmEDAGRXE B. WA RERAN 
debt 
把 图 P.7-36 G0 Bras F3 FCR 2 63 BE B8] TON, CO B9 SERIE LE XE o GE 
的 数据 给 定 如 下 
每 个 后 轮 o f-9.2 X] RB 
LES J-12,89 3k] - 0 
fra ib CATIES HA AS PLA = 1:3 
差 动 速 比 ( 轴 到 驱动 轴 ) = 1:3。6 | 
ART Bi =La, RE -2SSEGPOBUD 
SMRT Hfl, EBETASOE 
PCR. i ET GR HRES FI EE HH I SERI E — G1 x 101p ioj, SR HE 
PU a A KAE E d a AI REE = 4,5 x 10989 E a E a 


7-37 E UbET-3648t ILR = 02o - T, cR X GELD EE PE, 
7-58 求 图 P.7-38BHpoR dB Ez EE ÉEJim A E s, EEE. A24 1H dg 


7『 一 二 之 
7 一 43 
/—44 
?-45 
7-45 
了 一 号 


一 二 吕 


了 一 9 
?-5D 


£4/ 


E15. 

IERA £a, GERI Bt umi d ugly ERETT An A E Ti 
4 BRE. 

HA AATA” HS BNE IDXECEDIR. Rv HIAEPBEZIEE. im oU] 
XL SLIRdEABTORR. WEK ORAE] BO EA 


mol (5 v metK y 1 +ŽmolK + (Emo LK ) 


Pei RR tt ————L—-—-—— IMa 


1 + FI Kimo’ 2l + Em LK 


stp K=HEI 

从 于 述 关 系 式 求 得 频率 方程 式 并 确定 两 个 面 有 频率 。 

题 了 ~39 BUE 58 XL D 358 H3 33 UL f EHE 25 ORE, HORIS 7,12 78 
(D 的 方法 求解 。 

利用 种 7 了 .12 和 (的 方法 ， 求 题 7-17 惹 臂 梁 的 固有 频率 。 

从 所 界 方 孝 式 好 .12-7)7， 斌 建立 一 简 友 和 梁 的 边界 行列 式 了 人) o 

3& — ^T- Vi 93 le] x 8E Bg zu NET AXDG), 

求 一 加 固定 ， 男 一 端 贸 支 芭 的 边界 行列 式 Dlw)。 

AK —Gow Eee. —r EEBIEBIELA TIS DOS. 

—HimWE. duin TR RAL A GB] RDBEOU EE p. uw 
£g xr SURE OS Bg yEITAgS D GD , 

iB xE—ECAE Soror H- HI Ar AERE a RER TYESEGE WERE 
Jc Xx. WIE F AREA REB RE y O a A SR. 
REP, 7-49 PhooR a AE BE - 1 d Rm 

AUHISRERGIIVEÉEGLDES P.T-50 BroROGRSBEERDT ROS ERZS dirimcUmpu A 
APE E hA ITAR AAE o 的 英 系 曲线 ,以 确定 画 有 dE SETS 
头 两 个 振 型 形状 : 
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1 m 
L eC 
图 P.7-49 
7-51 REAA EL ER BE 3E SE En) p Ep AL PIÉI 763 7j 
.. mm . om 
n=, 2 hi 


ix HU xEBHEBIARELRAGHIT.13-iBTpR. AE — a E— BE. 
7-52 试 说 明 对 图 P.7-52 所 未 桑 统 ,利用 第 7 了 .3 节 的 方法 ， 固 有 频 素 方程 式 
可 简化 成 


de Ye ww E E] n8 


P.7-52 


7-53 4 JpERAO.I13-8) B H, =e, H,-—267, (Gi D)/2-cosha,. WR 这 
些 晤 推导 出 频率 方程 式 ， 

7-54 把 图 ?7 .13-3 的 系统 简 北 成 如 图 7 .13—2 9 zs i) S t SR. 

7-55 F#0 My, FIRA (T.1231) 可 重新 连理 成 下 列 形 式 


g DO 4, [s 8 
(EI 2EI 
y| iil P P y 
B 2EI 6 五 了 
M : | LIM 
y 0 olp 0E | 
Spire 
014 lp f. 
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ak rp PIETE EH 8E. R8 CO, URIL = CM LV, x&ue UB NIE 
Ai pE H 
Ena San sA] Ör 
L | LAB — AB 4f DENM 
7-58 iLbiLENT-55HJgJRHELERER. AHE E FAE CEBERÉ BÉfSGS ^ W 
指 的 是 转 置 拭 阵 ) 
[Ld doti 9 jf s. 
(Lt. df dei sa 
IE Rh -a a Wm n WARTE E g r M HH IU. 
f-57 AHH AET- 566E SUEJPYS.12-B» oh 


[5i [£x al 
Li lois Jr . 


Jf up HI dE EUXBEN ET TTANISXA CT. 

7-58 试 建立 图 P.T—58 BW 3I E XE OU 3E ARTE Ri SETDERGSOEÉER HB EE 
y E 

7-59 Bj P.7T-59 Bio ch —dHUN-T- RMRI Zr ES S LEER E 3E DEOR 
定时 边界 方程 和 周 有 频 率 。 


, Ti 
K | 4 Ste C - c O E 
C 1 z N 
1 e n 


图 P.r-58 Ea Dp.7-59 


7-60 5 HA P.7-60 所 示 弹 答 - 质 景 系统 的 差分 方 TR. ARPA 绕 的 国友 
LE 

7-81 EjP.T-51BrK —- TN AERE. MEERES HEL uu WRo[A£ESXUEDN 
LU - 


© Pestel and Leckie, Matrix Afethods in Kdastosechasics, pp. 151, 
eio. 
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图 P.7-50 E] P,7—61 


7-52 3n !EÉ 7-583 Gf) EM. Eg- AEN €fbingIP.T-52 Bp. IL 
HARA eSB FAHER 


( - sinNBcos + sinNA){ 1 +4 Ee Yi sin? È) 


^ sin? sin B cos B 


-—5- 2 


7-65 mR pk iE 9 85 B ES Hi — Hà IHE Dy FE EBEER ERE IE TE, e P. 7-83 
所 示 ， 求 交 层 建筑 物 的 国有 版 率 。 


N pL e 
(* f 
T 
NNE 2, 
Ko 2w«ll « 
Hi P.7-52 E P.7-63 


7-64 — AHT IEA AR Aa E E EEDP.v-64Hpmo REA GU. 

7-85 in — iN EE g E E Arr TRR o a, ID SP. 7-695 
To RAA A EA R A 4x. 
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mI E E SES 3A — SE 


8.1 导 引 


本 草 研 究 质 量 和 弹性 连 继 分 布 的 系统 。 这 些 物体 假设 是 均匀 
的 和 和 加 局 性 的 。 并 在 弹 竹 范围 内 服从 虎 克 定律 。 为 了 说 明 强 性 
体内 每 一 质点 的 位 置 ， 需 要 无 限 多 数目 的 上 坐标， 所 以 这 类 物体 具 
4i ZG PR dr HAE, 

ABE. IXE gtk n EI rd 24 AE PARI UL TE 9E nix vp UBI I II E 
所 型 竟 总 和 。 对 于 据 动 的 主 姑 型， 物体 的 每 一 质点 均 按 相当 于 匡 
率 方程 特征 根 的 频率 完成 简 谐 运动 ， 每 一 质点 问 时 通过 各 自 的 平 
衔 位 置 。 候 如 运动 开始 时 物体 的 弹性 曲线 刚好 与 主 振 型 中 之 一 重 
合 ， 则 上 傍 产 生 那 一 主 所 型 。 但 十 ， 由 于 力 的 接 击 或 突然 邵 除 所 造 
成 的 弹性 曲线 很 少 能 与 某 一 主 振 吾 的 曲线 相 一 致 ， 所 以 所 有 振 型 
均 将 被 激励 。 可 蚌 ， 在 许多 情况 下 ， 采 用 适宜 的 起 始 条 性 可 以 使 
某 一 特定 的 主 振 型 被 激励 。 

在 本 章 中 ， 吉 出 了 弹性 体 的 一 些 较 简单 的 振动 问题 。 这 些 问 
题 的 解 按 振动 的 主 振 型 进行 处 理 。 


8.2 振动 驴 


—j8 3r l&BEMiEROS PnSspsEdESKOT PESE. BER 
B EARE y {RD Bm Et E mE AER, 可 以 不 于 
考虑 。 

图 8,2-71 RTP- Et Bon E BE 2a dx HDB AR., (EUIS E 
HR ERD, MO 方向 的 运动 方程 式 为 


r( 8 o dx ) — T6 = pax 


Ó y 
P 
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图 8,2-1 Bini mpg mn 


或 
o0 _ P 日 — 
o. m EE- (8.2-1) 
Ei sxBg$pudÉo-oy/ax, L3JZ fx HI eA 
Sy.i.Yy (8.2-2) 
gx“ c? eot 


gap e =y T/pn D uH 2316 5X f 18 E IRE e 
方程 式 (8.2-20 Bü — BRE fERDH P FDEOE XS 
y= Fick- y) t Flott x) (8,2-3) 
式 中 FUR F ARAN., EE PUES. XPESOSEM 
ito cra Lord Jr 
| &F | 1 ËF 


Em 
mmm 


ox? c o gr 


(8,2—4) 


Pimi tA A ERWE. 

4 BIER SI v= F(tct 一 x)， 它 的 数值 是 由 自 变量 tect 一 Xx) mB 
定 的 ， 因 而 ， 也 就 是 由 一 系列 和 % 的 数组 决定 的 。 人 例如， 假使 
c= 10。 贴 方程 式 ? = F100) HE £ —0,X = -100 t=], 
x= -90 £2, x = -80 FNE., W, ELE BE c X8 
x f$a&giEJ AE, EREA RAIT BEH Falt tw) 代表 
以 速度 < 朝 # 轴 负 方 向 运动 的 波 。 因 此 ， 我 们 把 e RIERA 
播 速度 。 

解 侦 微 分 方程 的 方法 之 一 是 变量 分 离 法 。 在 这 一 方法 中 ， 蜗 


一 -一 ae aih — 一 一 一 一 
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被 假设 为 如 下 形式 
vr D= YOG (8,2-5) 
把 上 式 代 入 方程 (8,2-2 ， 我 们 得 到 
1 ËY b) 1 dG 


(8,2—6) 


— 


Y dx“ c^ G di” 
HARS- TEANEUS S Ak, mpaxi5 «ux. AtA 
Heia., FREE y, 3RDIMBRELHBECTOE QT 7; 2 


m e —ÓÓ— — 


d*Y QI 
a cb ul] 二 (8,2-7) 
d Cr im | 
g 96020 (8,2-8) 
其 一 般 解 为 
Y = Asit A.N 十 B3cos m (8,2—9) 
G = Csinct + Dcosot (8,2-10) 


ERRERA, B,C, DiksETAMLSEU A ERU S AN, 
看 又 补 张 紧 于 相 下 二 的 两 固定 点 之 间 ， 则 边界 条 fb; y.i) = 
y=0。 DOt=0 这 一 条 任 要 求 互 =0， 因 而 解 将 弄 现 为 


y 2CCsinot + Dcosot)sin 2x (8,2-11) 


FERO.) = 01 FARER 


。 a 
sin 2 7 Ü 
或 
0,4 之 并 上 
c "Ug "m 4-1,2,3-:- 
A= cf 是 波长 ， Í iet pe Wii S. 每 一 ^" 表示 一 种 主 振 型 的 振动 ， 
其 国有 频率 决定 于 下 列 方 程式 


" — 
f= C = i 4 » Ħ -1,2,3-- (8. 2—12) 


—a OL RA .. e 8 m o - - — 


£55 
iA EREE R, HA 
Y — sin nn. (8,2-13) 


1: ELE RE A AR Rag S HIESA VE— BaP MA aT 
FERE, m NIERA T 


y(x,0) 25 Y. (C,sino,t + D,coso,f )sin T. (8,2-14) 
nw] 


TWLC 
H 


SEFERE ERR ra, 00 9I P 0), BERIGR EC PLD,,, 
t€ 8,2-1 
-AKED I B65) 9E uim x JPELSEJZ) T SEUE. EA H 
WIE m fEXOGER y Gc 00 28a 8E AI ,3K 7; £208, 2-140 P IJ Ca RD ao 
EE. E + = 0 Ej. hr ORI ER BE H 
9L X 


yis, 0) = 24 D, sin ; 
mz] 


CM T 


PD X0, C, Sin 
A =] 


4j —J P FPZSELDAsinkczw/i, 3M. x =0 到 *= 了 进行 积分 ， 则 队 
n= 天 项 外 ， 右 过 的 所 有 项 将 变 为 零 。 这 样 ， 我 们 就 得 到 结果 


万 一 Z2 yCGr,0)sin € 


C, Ü 21,2,8,'— 


= D 


8.2 FF SAT NS RI 


dp I&BEEBBEBMmRIBESMIS. HB T$] 
HER; AIT EES a, AO A E E wGmpe E 
ABUSO. HARA AE ET EA SR Sid 29, 因而 位 移交 分 布 
将 随 着 每 一 振 型 而 趟 问 。 

引 我 们 六 研究 杆 中 长 朗 为 dx 的 一 个 单元 (8.3-1) . We 


256 


blend "EE 
= 


gx $E dx 
图 3,3-1 杆 单元 和 的 位移 


n Àj x 姓 的 位 移 ， 赐 *+ dx 村 的 三 移 将 为 ww + (OW/omdxe, TA 
很 显然 ， 单 元 ds 在 新 的 位 置 上 将 有 数量 为 (Gu/Ox)adx 的 长 虎 变 
动 ， 因 而 单位 形变 为 Btr/axe。 因为 根据 虎 克 定律 ， 单 世 应 力 对 单 
位 形变 之 比 等 于 驮 性 模 量 瑟 ， 我 们 可 写成 


On P 
"x ^ AE (8,3—1) 
式 中 如 为 杆 的 断面 面积 。 对 # 求 导 可 得 
ou oP 
现在 ， 我 位 对 单元 庶 用 牛顿 运动 定律 ， 使 不 平衡 力 竺 于 单元 
的 质量 和 加 逐 度 的 蒋 积 
gP | „Ad ĝ u B 


式 中 P ER AR RE TR E, YkEJrf2(8.3-2) 和 
(8.3-3) ZAAK 8P/8x， 我 们 得 到 偏 微分 方程 


Q^u E j H 

ae (p or (8,374) 
就 

A te 1 des 


iX— JH TeESEBJAPEE (8.2-20 是 相 亿 的 。 于 是 ， 杆 中 位 移 或 应 
力 波 的 传播 速度 等 地 
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€ = Ep/p (8,3—6) 


M FANEAR i 
tlx, b= UCG) (8,3—-7) 
将 得 出 各 方程 (8.2-7) 及 (8.2-8) 类 似 的 两 个 常 微 分 方程 为 
Ux) = Asin X T Bcos „a (8,3—8) 
G = Csinaot -+ Dceosot (8.3-9) 
f$ 8.3-I 


z&—-1- B m-BHB8T, CONSE EBESBPFE BLUT 频 率 和 振 型 
JÉ AK. 
解 ， ITER T, Jim BU BE X524258—. BI MARBAX 
Egu/dsf£i iE. Br EL SDAEESJE SEA ADAE. MEss 0x 
b 处 
eu 


Gx — 
HL E bxuxrsSeEGgiaym-7 8 


( du ) = A-  (Csinet + Dceosot) = 0 
ex x^ € 


( en ) = -2 ( Acos- 2 - Bsin 2t ) 
r m f C G 


dx c 
(Csinco£-- Dcosoft)a2 0 
因为 这 些 方程 对 任何 时 间 t NDA AXOEIE ABS. BTDDEORS—TODE 
可 得 4 必须 等 于 零 。 固 为 BB 必须 是 有 当 的 以 便 产生 据 动 ， 所 以 第 
二 个 方程 当 


或 
- nt 
C 


时 有 是 请 足 的 。 


— 0. py Eg = m2 rV 
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—á— QI 


TE, FAMER HA 
z . n [Fg 
,fn oy 


n M 
" I 27 * n 
涉 中 人 芭 代 表 振 型 的 旋 数 。 起 始 位 移 为 零 时 ， 自 由 -自由 杆 的 和 解 可 
以 写成 
nz . «ur | Eg 
7 xsin ^] JZE i 


BrEX, WEIT BJSMA i B sh Hie EER eq Exe ASA. 


t 一 «COS 


8.4 杆 的 扭转 振动 


杆 扭 转 振动 时 的 运动 方程 与 上 节 讨 论 的 村 纵向 振动 时 的 运动 
方程 丰 似 。 

令 * 沿 村 的 长 度 计 量 ， 册 在 杆 的 任 一 长 度 dx 上 ， 由 于 扭矩 了 而 
引起 的 转 衣 为 


da= I.G (8,4—1) 


X "FIG p Bir igi TELER BE EE 7 SRTSS DISC RE G 的 乘积 给 出 的 所 
ERIRE., TEJH-TBOCDUST 85 BEL IBI 3 X9Z477-(027/92) 
dx, 如 图 8.4-1 所 示 ， 于 是 从 方程 (8,4-1) AiE A 

2l dx= 1,0595 ds | (8,4-2) 
SEHHET TA mA EE DBLXBOPÀ/2)1 dx (poA A R AR R 
磁 数 计算 的 杆 的 密度) MADEE o*0/01? 的 sg 4H, M 


方程 训 为 
p ge . g*a DB | Gg )2'e 
tob de. = 1,6 dx Su = Aur (8.478) 


这 一 方程 与 杆 的 纵 问 振动 方 穆 具 有 相同 的 形式 ， 只 是 依次 用 8 和 
CGE/P 取 代 z#w 和 8/0。 所 以 ， 共 一 般 解 可 以 通过 比较 直接 写 出 为 


lans fp (P Mes | 
B- ( 4sino beu Beosoy x) CCsinot + Deosot) 
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Qn | 


ax 
图 3.4-1 HERT —T idr L AHE E] 8,4-2 
#] 8,.41—1 
求 图 8.4—2 Bhom-— mex. —— 394 EI HA GJ AJ CET HUE DIS] BU 
E A HLE A fE, 
BT. 从 方程 


0 = CAsino/p/t(g x+ Beosw p/Gg x)sinat 
FR. MAAARI, Hi 
(12 x= 0 时 , 0-5 0, 
(2) 5x=if, HME — 0, 8 
o0/óox- 0 
边界 条 件 1》 得 出 B= 0, 
边界 条 性 《2) 得 出 方程 
coso,” p/(G t= 0 
3x— Jr fé F5] f8 Ez Pr ij JE. 
x 
o. d. 2 Aen € 
Fi. FERAE hi FINEER 


o,- n +- ) z JEE 
过 看 n= 0, ly 2, 5, v7 
例 8.4—2 
—r 3m JE B dh Tr PIS 3H ibm EA IE—dEe. (Us 


ZAŬ 


EE SA HEBER, rA BUE IS BUR US J 的 终端 质量 
来 代表 ， 如 图 8,4-3 所 示 ，、， 导 出 国有 频率 的 算式 。 


tHE — ace - (8 )., 


E] 8.4-3 


€. 上 端 物 边 界 条 性 是 x*= 0 ，898= 0, RAER AE. A-A) 
"P yg. 
xp ri. TEHDT d tdg 3nBAEH f 99 al S TE dH XS Jo: 

的 ， 如 图 8.4-3 HAA BS BEP Bron. pb Ro Au Du DE od BE 
— J.GP?B/aE£,., 2 F,9*000,.,, MATTE (8,4—1). , WAIE 
T,—-GI,»(dO/dx),.,, AE dS. TEITR 

d 

22 
将 方程 (8.4—40 [CASES B-0 


Glroy -2 cosoy -Ey GE E= f.e tsinoy -2 


GI e( = J (8) ,. 


ce E pi GE 
emot d ern gf; afar\N “o 
. Jit | C£ 
J oi 
这 方程 属于 如 下 形式 


Btang = 7. p= wi y EF 
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"E BI JH SLE EE Sx de ze 39 
f 8,4-53 

BZIH. E dol PERUR 2. SRI E5003 FR. EX IDE. 
FORES 120 3t RE d E inr gh dT 6E SIUE T BU AUE. EA 
第 环 的 平均 尺寸 纵 定 如 下 


dit. MMR- ALL 


PJás-3.833& 
p= 0.000943 R4 
ij = 50003 F2 


A9 
— 0.00094 x 32.2 x 2000 
SINT IEEE 
F 0 
销 环 ， 外 径 = 7 -号 -英寸 


$ 
In 


PI£B-2.03X^JT 
Jo = 0.244 X 1203: RE = 29, 3T SERE - b? 
解 ; 符 解 的 方程 是 


Blan8= -下 =2.44 
M 38 vi E IERI VE EEYE 02329036 V ,得 6=1.135,3.722 
(p l  — 490 i 
p= oiy -Er = 9000 O4 12x 10? x 127 x 32.2 


= 0.4700 
Ao, Wina A EA 6E 2g 


2 一 一 0- 2 2.418 REP = 0.384/E 


— —— m —— " —— l— — "— "à 一 


O S MJahnke and Emde, Tables of Functions, 4th Ed (Dover Pub- 
lications, inc., i345) , Table V, p.32. 
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8.722... - x 
Da = — A 170 7.939] E/P = 1.26 /#) 


$6.5  SRESECETL 7; 8 


J Y WexE GEB BEI IUE RIOPER. RRA 8.5-1 p Hr 
不 的 作用 于 梁 的 一 个 单元 上 的 力 和 力矩 。 


(x1 dx 
pul 


"dup 


v JV t GV 
x 


E 8,5-1 


VBATIKIXOGUIJITRESAB, 500 代表 梁 单 位 长 度 上 的 
把 3 方 品 的 为 总 加 起 米 ， 得 
dV — bOx)dx- 0 (8,5—-1) 


12 HESS FP. mA ma ELE XS A09 27 58 iA Boe. dH 
4M -Vdx— — p(%) (dx)? = 0 (8,6—2) 


XC ES Jy RÉEBGKDPR AREE. fROHDBGUm ES 
av aM 
Tp SM ly (8.5-3) 
方程 (8,5-3) 的 梨 一 式 说 明 切 力 沿 某 长 度 的 变化 率 等 于 单 
fREBEBgderxx. 3B ox dU] gmgmcdpusdnueEAxTJJ. 
从 方程 (8.5-8) 。 我 们 得 出 如 下 结果 
s K pa (8,5-4) 


2$ XD EZ ER AR RETEA, oM T E 8.5-1 所 示 的 
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ABRIR. BA HIERA 
d*y 


(8.5-5) 
dx* 
将 此 关系 式 代 入 方程 8.574), Nl 
Au Er SS )= pw (8.5-6) 


oie iti E HE ETER E BIO M EA rH ARAI SE, 单位 长 
育 的 荷载 演 于 它 的 质量 和 衣 速 麻 所 引起 的 慨 性 荷载 。 固 为 如 疼 
.5-] 所 示 ， 愤 性 轧 的 方向 与 zz) 相同， 由 [PX PRSE SH. 
我 们 本 得 


PO) ty (8,5-7) 
Pa 


式 中 w/g KIEME M. GUHDUCPROSGRA. WARRT 
ICA 


EJ 
e(r E d T UO g'y-g (8.5-8) 


KRUEELA SACHE. 上 列 方 程 可 以 写成 


d'y O Z up u Hu 
EI EP y= 0 (8,5-9) 

用 符号 

4 

B ^ Eg EI (8.5-10) 
代 六 ， 我 们 得 刘 均 可 更 握 动 时 的 四 阶 微 分 方程 

A - By= 0 (8.5—11) 

x 


方程 (8.511) 的 一 般 解 可 以 表示 为 
y= dcoshf£x + BsinhBx + CcosBx + DsinBx (8,5-12) 
A Tiaa R BiR EESTI EG 
yet 
a= ctfHa--t:BHE. C WEMA TE., DON 


:64 


g*7* = coshfBxJd- sinhgx 
et? ~ cosBx + tsinga 
所 以 方程 8.5-1 形式 的 解 很 容易 地 被 建立 。 
振动 的 加 有 频率 可 从 方程 (08.5—-100 求 得 为 
Da = BV BREI w 
Apy SIEG REBBIPAIEPR. TEPA ET ADREF 
(8D R RE. 


(8e) ( B,e)* ( Bae)? 
HEISE EC X dé E. dfc AU 种 二 振 型 第 三 振 型 
fel 去 9.87 39.5 88.9 
m 加 3.52 22.4 61,7 
F5 38 E] Hi 28 4 81.7 121.0 
pass e XE 22.4 B1.7 121.0 
—MuizE. —BHuté 15.4 50.0 104.0 
mE — ii A M 0. 15,4 50,0 


P 8.5-1 
RE, ~na HZA aA RRE, 
解 。 边界 条 和 忻 是 


将 这 些 边 界 条 件 代 入 一 般 解 中 ， 我 们 得 
(Yro = An Cm Ü, ‘A= -C 


(全 ) = BL AsinhBx + Bcoshgx — CsinBx + 
dx 不 开放 


+ DcosB8x3..,- 0 
BLB-D)20, .'. = = D 
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dy — gne 1 — 一 
(£2) = É'LAcosh8l + Bsinh&l — CcosB 


— Psin] = 0 
AC(coshBi + cosBE) + B (OinhBl + sini) = 0 


diy 3 , . 
(£3) = P'LAsinbAl + BeoshBl + Csinfl ~ 


— DcosBt] = 0 
AtsinhBi — sinpi) + D (coshBi + cosßi = 0 
从 最 后 两 个 方程 ， 我 们 得 
coshBl-- cos —  sinhBl + sinAy 


—————r- — —-— ——— ar—  rr4———— amr GT m 


sinhA — sing? coshA + cospi 


该 式 本 发 为 

coshB£cosB£ + 1 — 0 
送 最 后 一 个 方程 可 被 许多 与 振 菏 的 每 一 主 振 型 相当 的 谎 值 所 清 
足 ， 对 第 一 和 第 二 振 型 ， 席 之 值 依 次 为 1.875 和 4.695。 因 此 。 对 
第 一 振 型 ， 其 固有 频率 得 出 为 
— 1.875* 4E 3.015. [ZEI 


T n ie 
8,6 RhE RE I E EE S E 


E-J E3245 3 EE AR ai a E ATE FE DON 
[d8. 6-135 HH T XE A or Pc] 43- A AALL A E AS BEI 8 D RETE 2g 


EC peb Ann 
t 一 


一 一 


图 8,6-1  ÁSTUTEJE BS EE EJ 


165 
ze. MAp h b iti ESSE. dT 59 7) 的 作 
用 ， 长 方形 单元 体 将 在 端面 不 转动 的 情况 下 堪 向 于 蛮 汶 萎 形 ， 中 
DRRR (dy/dx) Wh. FE, F7) 8 H E 
DMA 
y = pdk p EE 
duy . v ali , 
一 梁 中 心 线 的 斜率 
y= Án Tummspem e E 
上 一 -= 斜率 损失 ， 等 于 前 切 角 


粱 有 两 个 弹性 方程 ， 它 们 是 


P- dx ^CCEAG (8,6—1) 
cp u M EP 
"dx ^EPF (8,6—2) 


式 中 4 为 断面 面积 ，G 为 前 切 模 量 , k ADE TE ERR R A, 
EI: HRE. 339b. ACH D 54732; fe 


HD  J$ = A 


-FV (8,6—3) 


(J) mY = — 4h Cx E) (8,6—4) 


E TES 335233. 2 10 VS A 
将 弹性 方程 代入 动力 方程 ， 我 们 每 


-S-(Er-95.)- kAG(-2--w)- 76 - 0 (8.6-5) 


my — { RAG (-3- -9))- ph - 0 (8,6-6) 


EDERRA SUAO ZZ E. 
fi inv. mi ELE PA RPOE (E, UD) XX 两 个 方程 可 以 简化 成 
一 个 单一 方程 


> 93 Elm y Oy | Jm 9» 
ELT tm (+ Ra larar + RAG aë 
= |J p El S38 - 

pU RAG oP T RAG Ox (8.6-7) 


于 是 很 显然 ， 欧 控 方 程 


是 包括 转动 惯量 和 将 切 变形 下 梁 的 一 般 态 程 的 特殊 情况 。 


8.7 薄膜 的 振动 


Aika g ARE, REE EEE IBI 3x DC p PERREE LY 
B5 d 7 GE IE ET EE B 3s 23 2; e RE JR SS FOLE 3E 9A PL SE PE PESE LE. 
但 要 用 到 二 维 上 。 

假设 苗 膜 处 于 单 们 长 度 汶 了 和 磅 的 均匀 张力 作用 之 下 ， 这 一 张 
HRA, UAE EH ESEME. ERRE A a A 
xXEmpPJ. FG ww 为 横 占 挠 度 ， 我 们 来 观察 图 8.8*-1 所 示人 必用 于 
单 宛 栖 dxiy 上 的 力 。 由 于 dy 边 上 的 张力 而 在 世 方 向 引起 的 合 
HF 


Tay( 8+ 28 dx)- Tayo = T22 dvds (8.7-1) 


BFE, EREA LENS IBAA T ieg/ðydydxs, A yA y 
35 Il p Ea a e — pw dxo = pwy., Ww ADTI LER v d 
AA 


r( s As Jaxdy (8, 7—2) 


令 P 为 薄膜 单位 面积 的 质量 ， 思 (x, 30 为 施加 的 模 国 压力 ， 
jul xz 25 75 f 3B 7 
Ddxdy-- € =T ( ue + A exay 十 pix, y) dxay 


£68 


HE 8,7-1 
"RC" 1 E 
r Vt pay) (8.7-3) 
式 中 
a o 
Y= Bw tay? 


È = 
p 


X Hdesaeyv^xukXxXIB. AH maT MA. 
IRR EWN 形式， 六 (zy = 0 和 Beat = ete, UK 
^r 3; ££ inj £528 


2 £c tL 
vw + ( —— pL (8.7-4) 


对 图 8.7-2 所 示 尺 寸 (x,Y) = (ap W EFEMR, 可 用 变 景 分 离 
法 村 到 求解 的 目的 。 令 记 {x,y)》 王 下 (0)Y(Y) 并 代入 方程 
(8,7—4) , DERRER 8 P JE X, 
A (D = C sings + C,cosax 
Y (y) = C,sinBv + C,cosBy (8,7-59) 
Aha” + B*- (Ac 。 在 这 些 方 程 中 ， 常 量 C. 必须 从 RRt 
确定 。 
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Pj-1 s: 了 + rr 可 X 
E] 3.7-2 E 8.8-1 
8.8 数字 计算 


在 许 多 问题 中 ， 分 析 解 是 不 可 能 的 ， 在 这 种 情况 下 ， 必 须 应 
用 近 拟 数值 法 。 有 几 种 数值 法 可 供 访 用 ， 最 适宜 方法 的 选择 决定 
于 河 题 本 身 。 古 本章 中 ， 我 们 将 简略 地 讨论 两 种 应 用 得 很 广泛 的 
数值 法 。 

REHA ”在 这 一 方法 中 ， 微 分 方程 及 其 边界 条 性 用 相应 
的 有 限 差 分 方程 来 代替 。 这 样 ， 问 题 就 可 化 为 能 用 数字 计算 机 求 
解 的 一 组 联 立 代数 方程 。 

qai 1e dr$5883.8-1Br zm Hy BEXEYyOGOO. EXER x, b. FAA 
DARE FAHA d 


dy NV. 1 oaa l1 E 
E ) = fe (Yir1™ Yi) = Á Ay (8,8-1) 


APAS Qua 7x20. —Brspe38 2g 


d'yN qq /ayYy 1 1 1 
ur) rel dx ) e ehe A^ 


x Gua» ]= j (Yiya T Yir t Vom B A y 


(8.8-2) 
EIPRE TAAUA RAE S pA EE. SAE A A FRG 
萱 分 典型 示 于 附 表 中 。 
边界 条 件 为 了 满足 边界 条 忻 ， 必 须 选 择 构 作 以 外 的 虚设 


— ————— 一 一 一 - — —-. — a — ——-— I 
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(a+ izes) - 
(S£ — Mg cie ct) E 

f+ ok). 

(S4 er rapta t) COE Ee AE 
(M — eg A 

Cpu mte) 

(IAEA Mg ty tO) (650714). 


(e e tinet) 


(Cr EE 1€) s 


LEN LE. 
y 
cacy 5. 
( } 1 
"4 BE - 
Fe t. 
( ) : 
T Ty 
Qt 
( ) T 
£t iz 
(t( — 10 
|; 
* Ex 
[it 4 
£ ) 1 
"e y 
Xp & ¥ 
(p 


32) 


点 。 下 而 给 出 梁 的 典型 边界 条 件 的 一 些 例子 。 
RER ”如 图 8.8-2 FR, PRI EARRA A. WEM 
HARRIT 


号 出 位 置 1 处 二 险 导 数 隐 有 限 姜 分 方程 ， 我们 有 
js Cy, — d'y, t Va) DOC G + Vprij Q: 
sE Ea yeh ET- Vas 

HE EEA HEATHEN AMAF 4 图 8.8—3 
Pr. SivAsE1ZuhBSypybRHE, RAAK RA 


F: 


P J 3 
图 8,8-2 Ej 8,8-3 
(<2 =g CVs ye) = 0 
IRPF, Ve= Va DeBEHREEXDPERT iEn 
部 分 约束 梁 HRR BIME A ea RR Te 
JE. RTE HI — ANEK * 3E] h BE En] A SEDE, x A 
TSL, WE. 8-4P me MRAR HEEM, = — Kê, H 


6o C) n cmi no 
inl 


RAM = 一 下 并 和 解 出 Yr:， 我 们 得 
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2 f 2bEISKR. 
RT »( EI- KR 


Bi ERREI JEND DAER, RHIA 
两 个 虚设 点 妖 及 & ， 以 及 一 个 任意 数 4 代表 终端 处 的 位 置 ， 如 图 
8 .8--5 所 示 。 


图 8,3-4 图 8,9-5 


SRA RAA R, HIE, RMA 


dy 1 
(Amr), " e Oo 234 y = 0 


Vp AY. yg 
xp. RARE ow AB = [Ep SEXEBYOETfAd B. BMERXBRZRPE 
一 盘 可 以 得 到 较 高 的 精确 度 。 


d^ 0 
Ca), 7 | (ye — Syp t 3Y,— Va) t ha Ye- 


1 
-33,-83,- Ya) ]7 gs Oe 2y5* 234 - y2 0 


这 样 
Yr = ÀAy.— ds + Ve 
4| 8,8-1 
—BUBUSCT HI ^30 EEA ROBES RE 基 nh 
b. WR 8.8-6 所 示 。 梁 的 固有 频率 而 从 它 的 微分 方程 求 沿 ， 方 
程 是 


2 d> 
da [EI qu thy- omy= 0 (2) 


有 生生 生生 


Ed 3.2-6 


GERE E; sob OU FEEOADNICEEEJ WEE 到 # 用 数 定 出 
位 置 ， 并 对 每 一 断面 给 定 一 个 新 的 基础 刚度 8&/h， 如 图 8.8-7 Hr 
Re TE (a) 也 欠 新 改写 成 


IG Y d^y di dy — d^I 2 


(5) 
[r^ keh 
L 2 3 4 5 n 
8.8-7 


HE. ibixCECmBJXA VRIERdY. RETAS HAE 2 的 有 限 差 分 方 
Té. PRSH F AJE 


d” 1 1 
oer), um (Ya 7 £y. b yi) = PE Cy. 7 Z yg) 
d 1 f J 1 
($2) = 2 [ h3 (Ya T 38y. + Sy, — y "Ug 闪 


X (yg, — INe + S.V, -»»]- 5 0. 一 六 ?Js 一 


— yp; = DE (Va™ Zys Va) 
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$ 
(22), =i Gsm esa 


= —— 一 dVs c Y ys) 
KRRB, tE o? 的 有 限 差 分 方程 变 为 


CH Ya Ya) + A. {Yi 2Y 一 Yu X 


X {is— 1,9 r 


Í 
5 Cya — 294) pa (a — Blat dij + 


+ (—— — mo yya= 0 (cC) 


按照 同样 方式 ， 可 以 写 出 其 它 世 辣 的 方程 。 右 病 的 边界 委 件 也 必 
须 志 以 考虑 ， 所 得 的 一 组 代 当 方程 下 以 峭 由 数字 计算 的 程序 。 
JETE-EEXEHE ” 龙 格 -~ 库 并 读 是 一 种 流行 的 方法 ， 因 为 它 尖 从 
自身 开始 的 ， 并 得 和 出息 好 的 精确 度 。 误 将 阶 数 为 大。 
为 了 举例 这 上 明 其 过 程 ， 我 们 来 研究 第 8.6 节 中 讨论 过 的 县 有 
转动 异 量 和 瘟 切 项 的 染 。 站 先 ， 四 阶 方 程 写成 四 个 一 阶 方程 着 下 


d 0 M pt. pey M, VO 


dy EI 
dy /— F 
Ta 划一 TA = (c.m. y M VV) 
(8.8—3) 
LY ayahe PGy MV) 
al 


—. 一 z 一 
dx Ou y — R y MM LV 


在 第 4.8 六 中 讨论 过 的 适用 于 单一 尝 标 的 龙 格 -~ 库 卉 过程 现在 钾 引 
钵 为 同时 解 下 列 四 个 变量 的 过 程 


p= h e (ae 2fa e 2f fO 
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Y= Ni + 一 全- (E, 十 28, t 284 Ea) 


(8,8—4J) 
M =M, + Cp, 十 二 有 > 十 à Pa P.) 
pv. z Ch, + 2, + 2A + R4) 
AB k= AS, 
计算 继续 进行 如 下 
f= Fx VM) 
& | = GV 124 M LEA) 
P. rp LV LM, Vu) 
kir Kix V v VM, 
PESCE Z, jac f, z + yit g: K $ 
Mit boc QV k ^ ) 
A i 
Bam Go > Wit figo Ni uu 
M, + p, V,+ k>) 
E 
ps = P(x, + ^ > Pit fi 2 »” Yı tË] z? 
; A 
M, + pi Vi th J 
5 
ka= K (3, too h+ fi Vit 81757 
fi Á 
Mit B, Vit 】 
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M, + pt, Vitka 


; x) 
i 
2 


8,7 6o, € » LP 


j 


M, h o 3 


) 


A 
Fit k 5 


à 
2 


f 1 
Ps=P Uni + 一， Ui f. 


M 十 hpa, Fit A, í ) 


ki K àx, +. h s Pit f. ^ , yi Es 


2 2 


2-] 


M, + bs S, VA, 


fae Fx, A, Vac fu vi t 上 下， M, 5, 


VES CUM 


E 4 一 GC (x, 十 I. "A 十 faf, Yi + Zah, M, RE p.t. 


V. EZ 


Pc Eit A, Bit Fu, Vit EQ, Mo Piafs 


V+ Ah) 


kan Kix th, Pit fah, yit Eak, Af, + pafi 


Fi 十 kaf) 


用 这 些 量 代入 方程 (8.8-4). WT DLIR HB SE xx v 处 的 因 变 量 ， 


着 对 点 %; 重 复 上 列 过 程 ， 如 昆 继续 下 去 。 


. Yit Es f 


4 Fit g, 


ix 


BARJE, Hia imr A A UPSSBBE T — 7E kx. D 


An. MALFE E E a EP, GRDd e) WRIETPOEÉ 


Vic o0, M, = M, 
yc 0, 六 一 上 


这 些 边 界 条 件 可 被 媳 作 为 两 个 边界 向 量 的 线性 组 合 如 下 
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$$ i01! » 
Ib 0 


` ”| T — C, m, 
v. pa of 


Yi Ü | | l. 
因为 这 系统 是 线性 的 ， 我 们 可 Er JYOE A HR— UITEISPpEUY Gn. 
以 Ci 开始 ， 我 们 得 


e 


MD, 开始， 我 们 得 


Vu, 
HE, ZEMER D Ans iECRYXBAEBBUSCERXLSRIRTYT. OODERGP IBN 
站 由 端 ， 边 界 条 件 是 O 


MEM 


1 = =C +t aD 
M M MN N 
F Ü 


假如 所 选 类 率 是 正确 的 ， 则 上 判 边界 方程 导致 
M yctaMyp™ 0 
V cT 28V sp^ () 


aa M NO. Vno 
M yp NL 
EAR FAITA D Pi 
M ye V wc -0 
i Myn Vyp 


可 用 三 个 不 同 的 频率 开始 反复 试 资 ， 得 出 三 个 行列 式 值 。 作 
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PAP REE A RETA A RE A ire BE 
FEIE WIER, aAA ATE 2 i A E 2R fE d 3B 
(Aib. 
8.9 EEH TE 45 B9 9 A 
XE SE R SOS] TE E d] E 24. STAR ME BJ URL SZ RT EUG RIS PERI BEBE 
BOSE MERKER [5 2usA pA ELE KOREA ra 3e sp RO i 38 ud] 
HARA HL PRI SEO 7; fe. EI RI ELI Esci S E ABE MEOS 
B xs EHI Bed ded u(x.0) = u' (G0) - 03x THESES FE 


(8,0—1) 


我 们 首先 取 对 时 何 # ig pui DRE Au (0.0. JB EFUJSESE 
化 为 以 x 为 内 变量 的 常 微 分 方程 


z- 

ER: (X,5) = S^n (x. S) (8,0—2) 
E397: IERI] — NE fet JE 

H(X) = Cue + Cag its (8,9—3) 


A "PE dC ONCE USEGHIRSRIARADR. BÉTYEXX— SA b. DREW 
FB jr] £8 VJ fii 32 E 5 Sg — Sx 5 xà FE A ES 

$ 我 们 来 研究 终端 x = 0 外 具有 任意 指定 运动 的 无 限 长 
弦 。 村 十 量 w(%, 加 代表 强 的 横向 运动 ，5 = vw 了 /pfioiett — dial 
HJHT., PHREEK A o 之 驴 的 传播 术 度 。 

EIR im v — coih, AibA AE, ARER S= 0, 
Eim x = 0 Ak, RE ga, i, A Cac #00,s)。 于 是 一 
艘 解 变 为 

METOE —u(Q,s)g "er 

应 用 第 二 移 位 原理 {参见 附录 B) 

Se tie" G) = f a) (et a) 
(ob? 的 时 间 解 亚洲 


à?» 


UC. b = uf 0,£- -——)- VE T) 


这 可 以 解释 如 下 ， Gh t Ye 时 A Drop (£ — xX/ 05 X 
T, MUAS £- eye Aak, RIERA C PAER E DR DPHP 
dko Æ f= æy oc UAR, * ARR IZDE D aki X = 处 指定 运动 
HARES. TEHER, 3oy = 0 ARAJE E Aa E EER 
c BGZ, WE 8.9-1 所 示 。 


杆 的 级 向 运动 这里， 我们 来 研究 一 根 在 = 0 Abak BE 
EA Bia = 上 处 施加 万 产 (FE) P. EG PEE NSEDE 2-9: 
有 乒 动 传播 速度 为 < =w Eg/P 的 wb. 


ih 3E 
40, — C, C, 0 
OU "E 3 arp/c -fje T3 
AE. Qs) = AE (Cue — Cae ttit ) = B.) 


fti CIRC. Ri 
| eK. 


C17 = C= sÈ 
2 4I scosh— — 


E S 


Fri.s) sinh 
TXS) = — ——À— 


28D 
EX WE REE HRA, Wira C(OI/s)-v Cx.so 3E fV 0E 
ux.,8), JE Ubfp ug X = + Aha ERRARE € 0 BIS] — 8 Ei 
an T 


F(l,s)-pü.s) (2E )coth (5) 


= AOR Ak 


YEL + 2e- ttre 4-287 dn t£en Mot] 


FEM R S ASAE, Ilia 


RUD (A) cod uD + zaf Lot— A) it s 


十 2f E, 一 A TE -j4 


土 列 解 说 明太 到 时 间 2 —-2£/c Rub. Be AW 2I EP B ER ASIE 
Hock. d), 43 — WEB, MELE EU De dq 5] A T pH An m ao 
C1,t1-221/6)25, 等 等 。 

属于 这 种 形式 的 许多 其 它 问题 可 以 类 似 地 应 用 拉 普 拉 斯 变换 
ARA, d&cRIPEPIÉ Wgu3ep Hime, 


习 题 


B-1 当 绳 索 密 魔 为 174 磅 /英尺 、 并 被 拉 候 到 张力 为 100 h RARA 
传播 的 波束 。 
8-2 FERA Aa KEA i BARAA E E XXGR nd 
REIES IEJ I. EPA EHEM t P, 
8-3. REESE HB ui EDHE du D P ie n SRRRCOPUEJPI TERRIER. Gu 
x. Aik GRGXE-HAIBGREE DL. WIEPP.S-3 Boo KG REDE NS 
率 的 方程 。 | 
8-4 — E euh RC NV a BREACH MOSES. tE iH 
y 一 acosAx -singi 
i ti (BE dn A ARA EEE R e E EL HET PCR ESTE TREAT 28 PE 4 
(0 W T Thomson, Lapiace Teansforsmation, ?nd ed tEngelcewood Cli- 
ffs, N.J., Prenficc-Hail, Inc,,1950) ‚Chapter B. 


2—9 


8-6 
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2p ay edat gm mp —-slpdue RARE Ae 
播 速度 等 于 0 = o/k b. 

求 贡 沿 -- 细 长 钢 楼 的 纵波 速度 。 钢 着 弹性 模 量 和 单位 赛 积 重量 分 别 为 
28 x 105758 /J3xcpP * 410,282: / E S, 

—HB HESS ATE — E SiS E ua. UEU ARNESA ISE 3h od 
频率 是 了 = (+ 490/21. Sx c- VC Epp ESPERA FISEBO zE BÉ. 
H-0,1,2,- 

—ARI& MEX) L. BRER AA UiSpm SEDE. -MRAR 
ty。 试 证 周 有 频 率 由 下 涉 确 定 


ap po HP 
TEA tan aty -pm zc 


ji 2l e- rP ziv» UAE ME CUTEldezwOA AD BOXE 
Or = By hir 


A, rp 


H EE ERICH SEETU—ArT M Ma 的 化 请 质量 ， 求 出 基本 
频率 胸 近 信和 公 也 。 试 证 近似 烽 率 对 上 种 求 得 的 淮 确 频 宁 之 比 为 417) 


mimi Aa e a AE ETRAS ITKE. ARA EE 
E EHE PEF PITA aR ae dH. Gub 下 .8-9 所 示 。 
i xp AE y 20 TAERE PARA ERAR EM EE, a Ti PESE 
TERI HE y 5] Er RE = 30 x10 E 500 —0,31 a, 


试 证 2= v Ge/p RERPTPDSBDASAEGEÉ gCTGEXRSE. XDTÓB. c AAE 
zt 
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8-11 


8-12 


8-20 


8-2! 


B E— Hi EX E. peek. Adn d EGYES S eT ED REP HP RS BD 
频率 表达 式 。 
Big fr —id PEE XAR Js. PH E TTE BR DJ o 2 LZ RE] 3 RR 
Br ZH ER FLT SR ET IET SES qo 3 Il te m T A Ee gg Fh t E RTL TS A 
EE Epp Due de ue, 
DA XE. PE A pL] Ade pr di rm p B H A RC IA xA. 
Hi mCRIBES ESSE HIBEIÓ-D BEC agctt oc De Wt. E Nt oH £6 Av 
sin (x/h - 5, 用 动量 等 于 零 确定 5。 将 上 ANA Ho, 
—1482x2x123:3b BE E BEES GECE DEEP XWUpo.224in9puyi D. X 
WME EEE Ede. 4d AD eEALDEUSBISIS3TS/NECROC. nm 
EEFE o HER qme. 
He — 8r EIE. JCEED ! 的 均匀 时 的 问 有 有 频率。 
Wax RERE I. — dele. oia eR IEDEAQERSEQEDAS S S. 
—IRIEHEI i. EESW, MIAA 53)— 954: (3E 中 重量 
Waa BERTA T 3 ZEE EE UE SEC 
— Hif x-ÉEBGSSU EE MEER PA E A A idv y Bilan. 
TA EY: RIEGO 7; EA 

Ye , SsinhBlcosfi — coshgisin&t. 


"m sinh8i — singi 

Hyi Hj. ETLE A 
tanhl = tan fe 

— i15 RRA RESEN KEL HopeuqumpphiBsMO. DIE 
HIRIE G Hopsa GILETUIPEEEE. SEE X = 04h 
1 RILBE ALES - SE EHE PL p E TRE SE 8B , rr 35 BELA W f Pe] P. 8- 20r 
REE. Uglzc ATIUBBS DE ES XEGMDEDBEZ;ESBIRILA = 0 Koo 
P FESR TH DLL PA 3x — 7; E R E Wa FE. 
-WAARA IIBER I.mQETS. SH P.8-21BTp5R [BED RET (0) b ERE 
EEH AIH A AIr R A S iE A 

sinsi, ) 


$r = c( sinBx 一 sinhgi, PPPE 


CosBls + cosh il, 


cba zm A cosx +c oshir- ( inna ) (sin Sr + sinh g) | 


Xp ox MES m Pu . 
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d$ e, 
MOL 4 0X3 
x i z | 
áo REL 一 
图 P.8-20 图 P,.&8-21 


8-22 — APERIRE Hi RET gm UPSTOIB AT ELIB SR. METRI] FE — I BE Oh 
?#、 质 基 密 度 为 P 的 纺 索 联 铺 起来， 如 图 也.8-22 所 示 。 这 个 集合 体 以 
H o 在 宝 闻 转动 。 试 证 想 如 比索 张力 的 迹 动 喀 去 不 计时 ， 纵 索 的 


Mi b 3e zb D S JI 985g 
gy o 4 
Ax = EDU it "9 y) 
HB C EJER Ha a UE ns 


， E mo 
人 
8-23 FH P, CIMURN AER E Hr iia 
缆 索 。 试 证 横向 运动 方程 为 
z 
ag =e (SET 22) 


ad 2L d i 


Bj P.8-22 图 P.8-23 


8-24 和 企 习 题 23 0. BEREBER v—Y (x) cosmi, BL ukRE Hide t mn 
£5-49?X/g ky, Y (x) FE DE SE Eu I EHE (E 4 TY 


^Y (2) 1 dYG) - 
(dg o * lc odi tY 


并 具有 解 


Z84 


Y 6G) = fo ORY 0o = 2 6) y4) 


8-25 —JEPERE HR CBS SE JJ S /3EOP SEX ARE Kia IR PERBEY 并 不 显效 
HETA n, EERE ELGETRIDIEEGDIITSI4ETITUM 
y ^ ay 1 oy I g% 


Bi Br? T, Fr Toy 9? 

8-26 WTR Ae WEATER = 0 IDE BEES Pv 7] 5g E25ng e 8t, 
| HARATA immi up EXE GR y B f. erpe D Re 
EE. Ob JURE EIE x qp— ETE JE EAA Mr = 43 利 = oati 
HAREK HE. HA Ei FA EARRA f 


全 ym y 
v= a p 


图 P,8-26 7% HR GIHE 


A rp S A $6 T a e, mo $8 A ELH PES LEE A a DITE a 
少数 形状 示 于 图 已 .8-26 中 。 
8-27 PERETELE AT EA OAI G E BUR 


me Du p 
mor = AEST, -a CE ef. bo fo 


A dr t pode BE PUE SE VER RI AREE MN. 
u-Em,.GOg 0) 3415 22Z,5,6; 00. WIE 


8-28 


8—30 


8-251 


8-32 


8-35 
8-54 
8-55 


uou XU. g-os sina,y I- Č? tdt 
f s9 


D, = TV 200, CC dx 


SP ULTE — £x x abART A Eo 
iR EEEIS.7-2BTzR ECT EIER BO RiR EE3eEU. AUI de 


vera 


waya 3 F sin™ ~ sin e: 
H=] nw] 
i uc 24 818-28 P 38 BS E99 pit A4 S EH F x rr HH 


£F nme 5? 
o, = caf (Au PL ) 


CAT, OA Sina t+ Pr LCOSOS AC) 


hme. yim d. 2, 8. e 
dés imd iu ec] Y JEGSEES BB exugpG. 
za Ag Pa 8 EDHURSSDQR EHI. ix E Ag E A ERO an A POU—ETDÍBBROY 
REE E 
1 


[2| 由 Q 了 Ü M 
— 1 
d y T 0 Q y 
EO = RAG 
dx |M | TEM à : M 
v. u v 
0 o*m 0 Ü 


对 图 P.8-32B8pok EE put. Mei E S AGRA A 


1 6& 5 4 5 6 7 B 85 IO 


(kd P.&s-a382 


对 习题 32 的 梁 ， 建 立 适用 于 位 置 5 和 7 的 有 限 差 分 方程 式 。 
对 习题 32 的 深 ， 导 出 位 置 8 FOI gx RUPEE. 
一 根 长 度 为 上 、 两 端 固 定 的 蓄 姓 于 张力 了 作用 之 下 。 TEX*-0Ó5b. IH 
EEG xS 
"0,0 
ff xE C B) NI. 
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8-26 一 个 长 魔 为 上、 刚度 为 ARER ER BEER ZSPRBOIE— T JGHESER 
水 平平 面 上 。 根 灿 征 端 部 x*—05fET—-BdBOEÉHEHBE vo. Do mg 
EE- xxx. SHE HEGu dB gA4EiE UT 


第 九 章 —doR BA HBH 7 72 


9.1 导 引 


拉 格 关上 昌 二 导出 了 从 动能 卫 、 势 能 忌 和 切 二 的 标量 上 建 立会 
AASIAA RAET. MRATANI, FAE 
律 所 需 拓 量 关 系 的 建 苹 变 得 合 来 僻 困 难 ， 在 这 类 情 识 下， 建立 下 
能 和 功 基 础 上 的 标 景 处理 提供 了 很 大 的 有 利 条 件 。 上 于 外 ， 在 按 拉 
模 闭 日 公式 建 并 的 运动 方程 中 ， 无 摩擦 贸 和 无 摩擦 时 和 同 装置 的 约 
3 73 "T ERATE IS. 


9,2 TRER 


一 个 系统 的 运动 方程 可 在 多 种 不 同 的 坐标 系统 中 建立 -可 和 是， 
要 描写 一 个 自由 度 系统 的 运动 总 是 需要 mn: 个 独立 的 坐标 ,这 些 独 
计 的 学 标 称 为 广义 举 标 ， 常 用 字母 9; 来 表示 。 

物体 的 运动 并 非 剖 是 自由 运 
动 ， 常 常 蚌 被 迫 按 预定 方式 运 
Jj. Æ 9.2-1 Bro dE BE2S P BS RE 
摆 可 以便 为 一 个 岗子 。 它 的 位 置 
a H AA Ih ar 85 BRI 6 c6 sU 
Eo BIE, vod o EJUS BAEmR, 
rfi ERTARSUS€— PS E Hi EE B5 35 
Hs [$i] 9.2-1 

球 摆 的 位 置 也 林 用 三 个 站 前 誉 标 *，》»，z 米 找 写 ， 它 们 化 
PAHE HEA HE. BIER, S5bp 5. v. z3POD JE dr 
BU. HA obice dd uM. 

x* 十 y? Tag*—[5- (9,2-1) 

EN" loseph L.C. Lagrange (1736-1813j. 


288 


A&$RI—nHÍUA BxXGBGÉz. Mm a^—-mpASbxUCSSmNT. 
超过 系统 自由 度数 月 的 过 剩 坐 标 称 为 多 余 坐 标 ， 为 了 消去 
多 余 坐 标 ， 需 要 有 数目 上 等 于 多 祭 坐 标 数 的 约束 方程 。 假 如 过 亚 
学 标 能 够 通过 约束 方程 消去 ， 则 该 约束 称 为 完 金 约束 。 这 类 约 来 
的 形式 是 
Cdi, Qo. pp =Ù (90,2—2) 
在 非 完 全 约 划 系统 中 ， 约 束 趟 能 象 式 (9.2-2) 那样 由 坐标 或 
举 标 和 时 间 来 表示 。 非 完全 约束 仅 能 用 微分 之 闻 的 关系 来 表示 ， 
Zu P 342; f£ Poo 
Gudg,-Gudg, 十 aud = 人 0 (8,2—3) 
国 此 ， 用 代数 方法 是 不 可 能 消去 非 独 立 举 标的 。 


9.3 ÆA 


Hi ür$ROx, 00, or TERRAE, AAEE G 
[IJ OB ELTIEGEUIZXGE(TUTS. AREE RA AR, 

EE- 1- PER ES ETERHRUE JLT- 21. Ei K i AT ROTE: d AR 
态 ， 则 作用 在 任 一 质点 i 上 的 为 的 合力 Rs 必须 是 零 ， 这 些 力 在 
Eitor, 上 所 作 的 功 是 零 


OH = $ R;ór;-0 {9.3-1} 


1E 2n JJ Fe SUAE RE —- TER FP M T REDROM S WME; 被 户 所 
平衡 ， 每 个 力 都 不 为 零 。 让 我 们 的 讨论 服 于 不 作 功 的 约束 力 ， 讽 
AGIR HP EB 573, Unde 1); fé 3E 
åW = 之 iori=0 (9,3-2) 

*328j P: J. DESSOR] (1717? 提出 的 礁 功 原理 。 总 之 ， 上 列 公 式 
说 明 ， 优 交 一 个 系统 处 于 静 平 衡 状态 ， 风 作用 为 在 虞 位 移 上 和 和约 
束 为 一 起 作出 的 功 等 于 零 。 

用 广泛 坐标 衰 示 的 建功 ”设想 一 个 % 自 由 度 的 系统 ， 其 位 移 
ri Aj A r i gha iE tg WAE i EE 
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i= Eili qa, Ins, P) (9,3-3) 
A5 Bur; BI ERA iE 
ór;- P PL (9.3-4) 


时 间 上 是 不 包 播 的。 
当 这 个 系统 钼 于 平衡 钛 态 时 ， 虚 功 可 用 式 9.3-0 Bro) X 
坐标 来 表示 


ST= TF an=- Y. Y. E; PX (9.3-5) 
i j i + 


变换 总 和 的 次 序 ， 并 令 


Q= E) Er o (9,3—6) 
定义 为 广义 力 ， 则 以 广义 坐标 表示 的 这 系统 的 虚 功 变 为 
SH = 2 dns (9 .3—7) 


$| 9,3-1 
A T PEDA E EEEH H S88 M]UETSOE ED PUR 
H XIRA) ERETTE E Ra ai P SEEE 9.3-1 所 示 的 约束 。 
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PEW b B Hiio AME, rxX—0H[| EA AEEA To 
Eira Teia MERAWAT, X1. 2M 
CORTE EHM Arn. órsWorg. IAEI AeA MANEI 
68 求 表示 ， 这 个 69 是 只 一 可 被 指定 为 任意 值 的 独立 证 。 

有 两 种 力作 用 在 这 根 棒 上 。 约 束 力 是 族 和 /;:， 而 重力 名 是 一 
个 作用 力 。 假 设 接 触 人 处 没有 摩擦 ， 则 约 来 力 放 和 J: 相应 地 下 囊 于 
Huit ôr 和 和 时。，， 所 以 当 这 杰 经 历 一 个 开 位 称 698 时 ， 和 好 束 力 不 作 
功 。 了 这样， 系统 的 虚 功 仅 由 作用 力 阅 本 

SF = fs dr + for Sry + Ww Or 
=0 +0 + Ww*oOr 


因为 tc 是 8 HRR RA, AT A e 


Org = PI 
虚 功 方程 变 为 
STT = w S60 = 0,050 
在 上 式 中 
Qo w Sa 
E5 AER o HR 37). 


Mz RS EY x BUD y 轴 方 向 的 单位 矢量 i 和 j (参见 图 9.3-1) ， 则 
rc 的 算式 是 


t= r.(dicosD + jsing» 
C „a 
= ( i 一 cos ) (rcos + jsln]) 
对 6 微分 ， 得 
órc; = (( — Ising)i-- (IcosB — csec*8) 3208 
取 Ors 与 Ww = — wif EDTH. PEETRI 
öl = —1ir(icosB — csec*0)89g = 0 
ERIE GA BI E 


131 


(icosg — csec*8» = 0 


6c 
COS Bg — 2 


上 式 确定 了 棱 的 平衡 位 办。 读者 可 证 明 这 样 一 个 事实 ， 即 原 报 中 
bG 在 上 列 位 置 中 占有 最 低 全 成 ， 而 其 rc 是 一 个 水 平 位 移 。 


9.4 拉 格 朗 日 方程 的 导出 


M REBT ER cs b ur B3 ie RH SY. DR d S 25 DL ZR (17 432 发 展 
B5 ETE vk Of m) 5 73 5E 1 EL 325 VIAE TE i, BL TERI TE— UC E 
点 上 的 力 的 总 和 引起 质点 的 加 速度 mt， 则 引入 一 个 等 于 一 ?aiT 
的 力 将 造成 一 个 平衡 条 人 忻 。 于 是 ， 质 点 的 方程 式 可 以 写成 
E, +Ë, n.r, —O (9,4-1) 
式 中 F, RI £; fik UOS TEIROJARZS IR Z9. TARR EDR, Xp— 
个 质点 系统 可 得 


2, (F,-rmjr;)-ó5rj-0 (0.4—2» 


xx HH, ERU, 所作 之 功 仍 然 是 零 。 这 样 ， 对 于 一 个 动力 系统 ， 
H2 3h gi SH SCR HE JH JIE. FB OF. 一 rf) 来 代 蒋 ， 它 引入 一 个 新 的 项 
Erur Gr o 现在 ， 我 们 将 表明 ， 这 一 新 的 项 是 以 下 式 与 动能 了 
43 EB 


zd ái (55-)- $ "qi s e 
i4 —-dpEBETE—T-HIRGAEEXIUXE,. E Ha BEF 
T= 2 domu rS =E 2 tt; E, (9.4-3) 


HPA n AEEA, EERE H Aer O5 
及 有 时 还 月 时 间 E ER., 


Ce 


O UB. GETORECET EIE PRUH. 
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Y; =P; Cl es (90.4—4) 
THERE 
Or, . | dr, Or, . OF; o 
F; — Og, zi ' 十 g TET gs qu 十 E (8, 4 5 


MERAT P, GEJIREGÉXBPNOTORCGEHUORXA. M5. RRT 
的 情 守 数 ， 它 将 每 于 的 系数 


OT, i GT, 
64, 7 Jg; (9,4-6) 

B, MOS, rn; H) E 
. Or, Or OY rs E. 
Ör; = êq Ög t Og: Ög; +t Gin Ofn 一 b» Gg, ÖF y (9. 4d—-7) 


这 里 应 该 注意 ， 时 间 + 并 不 列 入 方程 Ode re RUE L Dp dH] 
EH) 。 
应 用 上 面 关于 de, 的 方程 ， 我 们 有 


. - . — 9r, 
,用 | 二 405 AM ,4—3 
mE 之 3t 20; Óq x C9 > 
AX, XRE& EPA A 
. OF. — d f + ODE. o ~ d OF, ) u 
9H, f, * og, ^ di LE da, ] LL PER TN (3 (9,4—9) 


MI. 4-6), E — Xi rp Aar; Ag A fHor,/og,3€ e, mr 
en or UK EE BIS 
.d (Or, Or 
di Og, E 


(9.4—10) 


Ma 
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Or, = -D$ 3677 (9,4-11) 
ATER : BugnGÉT M, AiE ERA 
之 "E, * Ör, = - EU 2 一 元 $5 log g,  (9.4-127 


A P T = H 2, uS 是 系统 的 动 能 。 
HT RF BAF, EAA EE w EHETI E 
oW 一 之 F, "Ör, 一 > E, ” D PL 


- xí 之 E; - ST) og 


k-1 - 
= o» Qg (9,4-13) 
k=l 


式 中 
BP = 之 F; = i 
称 沪 与 坐标 g BRAON., Q BYBQUCERUSGECT g AER, A 
m Mg: Æ— AeA, Wr ARENE. 
现在 ， 我 们 把 式 (9.4-1 HRE 9.4-1 贺 代 到 原始 方程 
(0,4—22 Vh, 4H 


(9.4—142 


ii do 01 aT ' 
EU öğ, q ~Q )óq, - 0 (9.4—15) 


AAH” t Bi E AHPEBgs og, 是 独立 量 ， 我 们 再 用 我 们 所 喜欢 
的 任意 方式 选 定 它 们 。 音 一 二 选 出 0g, 中 之 一 不 等 于 堆 并 令 其 余 
Bjyóg.m T. Raa d BITO B H AFE 

d Of 

dE j, 一 er —0;-0 (9, 4-186) 
IHH EGA BR GB AAxC—-ixdE, HAARA Cede E o A um 
方程 。 


£9 4 


AeA A rE, ME DéXXGEGEGE. [E 
如 我 们 有 一 个 保守 系 ， 作 出 的 天 等 于 势能 的 负 值 


人 = 一 U (gi, s. LM ga) (0.4—-17) 
Wi Zz3X C9.4—130 E Bie 25 n] FH]. T o 2ERRC IX 
oU 
oW = — 2, 54,90 (9, 4-18) 


这 样 ， 我 们 可 用 -CA6g) ExfEQ., Eta B A ATE E 
d 57 6 | QU 


——— 


di öğ, age | gy. | 
a UBJBPCETqigJLMAGHBI—TEM,. Mg. (BEA 


(9.4—19) 


RJE S hod H H SERE LÀ 
L-T-U (9,4-20) 
我 胡可 HAEA FO. 4105 p 
d ðL 8L 


di d. jg, ^ (9,4—21) 
M R pE E AA WAE EJ M HE < E PA E 
式 分 离 出 来 


2" 


óW = E Od, (9,4—22) 
Exp Fo AGER TA BI orit BH H Zr feu] EL zs 2 
d OL oL _ 
di 64, DR 7" 


(9,4-23) 
d oi öl U 
dí 24. dg. dd, C" 
这 些 最 后 形式 鸽 我 们 能 将 拉 格 朗 晶 法 的 应 用 引伸 浊 非 保守 系 ， 所 
以 接 格 遍 日 法 对 包括 阻尼 振动 在 内 的 所 有 动力 系 统 都 是 可 以 应 
用 的 。 


9.5 AMR NAE 
ERTA, AT EA REU S H qui REUME AER gj 
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Beta. BU BEES DOUBEJTIEGECGBZRGE, GUI n Bo 
度 的 系统 ， 我 们 有 
UU B OIE EH), 
(9.5-1) 
在 上 起 中 ，Uio 蚌 一 任意 常量 ， 我 们 可 以 令 其 办 于 零 。U 的 导 
SD S ELO 村 算出 ， 当 gg1 蚌 很 小 的 量 并 在 平衡 位 沁 上 和 等于零 
时 ， 品 的 芝 数 是 常 晤 。 因 为 福 平衡 位 置 上 UU 这 最 小 值 ，-- 阶 导数 
(U agh. E, ERR F U Agia JB Eg Br Dio, 
dk EHET R W ERIR a EeP, Hi Le A E A Ait 
Hg. 398575 T BE 


) o; OU ' 
Ee esd 
TE 0 AF BAZERA SE, lis BSUJ X B]BES3HO 
E: 
ir 一 3. ). (9.5-3) 
势能 可 写成 
i F 
U= £ Rigig 
, $E j p=] (9,5-4) 
=- {9 oo} CRI{g} 
恨 据 定义 、 动 能 等 于 
T= (9,5-59) 
MHA EIR, EEr 等 于 
Lr, or, 
E 2585, dit (9,5-69) 


没 可 一 个 硬化 系统 ， 邳 黑 约 束 与 时 间 无 关 ， 则 上 式 中 的 最 后 
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|?,]* — x r$ 32; md å, (9,5-7) 
XER a BEA FEAE A 
r- Em[E E E ed à.) (9,5-8) 
现在 ， HA Jt 3E. E 3X 26.53 pic 
— | 
mn (Tm 5 2s (9,5-10) 
z pE n] £1 EF nie 


n 


r-lX Xmg4-iid Ue, (8.511 


TI i=I 


以 公式 (9,5-3) 和 0,5-10 宙 可 以 清楚 地 者 出 Ri = e A 
Mi= M 这 样 ， 团 度 和 质量 知 阵 者 是 对 称 于 对 前 线 。 
将 了 和 如 代入 拉 格 郎 日 方程 就 得 出 一 方程 组 ， 这 些 方 程 可 月 
下 列 矩 阵 方程 来 表示 
Cm {F + Chanig} d (9$.5—11«) 
yR g AEN CHE Ee, ED pA E R fü 
HT DE, Ea AAE $1579 
HQ; Rigi = 0 (9,5-12) 
TE, HEA EIS Eg = Asino, BERARO D E By 55 
RE 
Rii = OMi (9,5—-13) 
p Hj 1E 9n] 4 35:35E 3E ZEE BID ALS m, HE,  XXB 7282, DBPULSHSETUZS 
能 胡 达 式 简 化 为 如 下 形式 


T= madie {AVEM} (9.5—14) 


1 — ——— — 
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U--L kugi -LUYU3G (9,5-15) 
AUREOS OM AME. 
9.6 dS e NE 
在 第 6.7 将 中 ， 运 动 方程 兽 通过 振 型 矩阵 解 偶 得 出 以 系统 的 
E bpXÉGREPISEGAE UE SHIMIÜR. TECECHUD. RATAR MR TE 
续 系统 ， 方 法 是 把 搓 度 展开 成 系统 的 主 振 型 。 


全 如， 我 们 来 研究 一 很 受到 分 布 力 如 Kx， 自作 用 之 梁 的 一 般 
运动 ， 它 的 运动 方程 是 


LEIvy" x, 1" TF mCx)yCx,D = bG,t) (9,6—1) 
t FÉ — 8 3E eg HE de 201.5, (必须 满足 方程 
(EIQUI)" —eimix)d,-0 (8.6—2) 


科 它 的 边界 条 人 性。 主 拓 型 帮 , (x)  OLIEIEZEBS T, KAA gs JE X 
RA 


nd Ü EE 
Dus = — 
[mag pdx TERPIN 9.6—3) 
Hi$.GO 来 检 示 对 一 般 间 题 的 解 ， 得 
YD = $16,009, 0) (90,85—4) 


在 首先 确定 了 动能 和 势能 之 后 , 广义 坐标 gi OO RT JA E DR H TR 
HE. 
根据 式 (9.6-3》 的 正 交 关系 ， 动 能 为 


T.e L 
T= i 3 Cob mx) dx =} Y Lif $m GO dx 
i i i .9 
= Y, M: (9.6-5) 


rp, T AREH EXA 
M= | $i mia) dx (9.6-6) 
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类 位 地 ， 势 能 为 


[ | i 
U = i| Ey {x D dx = H 2 qu | E Io," dx 
ü i F d 


-55 Kigi- -iD olM,g (9.6-0 
式 中 。 广 义 刚 度 为 
K.- | EICO," OD Jda (9,6-8) 


BR ITQUI AM RATER ALNI, 3X—) AR M tE 
HA pix t) dxfE Et ag, E ER YE Z h k Use 


i 
ow =| bO,D CX ó,690 dx 


= Žu ôg; | pO D o; GO dx (0.6—9) 
By 
Ti 
a= f p ,ÓoOOodx (0.6—102 
AA hta BH EJ f 
d (8T X OT , 9U — B 
-l Gd. 9q,; 十 Og, = 0, (9.6 11? 
刚 #; € 的 微分 方程 求 出 为 


dt org = | pt) God (9,612) 
ERX- AE, ZERE- ARa EAE, BUGÉquEHE Bui 
b (xD HoA TANER 


£^, 


BO. = ; PO» f E (9,6-13) 


于 是 方程 0.6-1 简化 为 


e 参 见方 程式 《9 5-13}。 
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4; toig, = -ri (E) (9,6-14) 


n-2[ Px) b; wddx (8.6—15; 
WEM BST s 的 振 型 参与 系数 。 于 是 方程 (9.6-1 的 解 为 
gi CE) = g, COD coSsQ, E+ 一 F; C sino i+ 


PA > ' ed 
( —ó s je. | fKGosino;( -SIA — (9.6-16) 


因为 展开 成 p (形式 的 第 3# TN CFL y 2,000 2 00 是 
PT;/M;oi, "x iH 

DH =0) f Osin, -EdE (96-17) 
nDERS a Eme, 
F} 日 .6 一 1 


— Jib hi 3i Ag M VERIS] 2615) 5] uh Sz FAO E 5n E)S. 6-18; JJ, 
3K 3e uH] A TÉ. 


"gt gi - gi 
pu c H 
ee E Io 


8T. XEUUCEIRIUGE 


THE X 


nix) = 2 sin 7 


Üa 一 (nz) ETI M I 
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三光 质量 十 


和 XJ 
人 boeDdsde- gc Ea sin PT. 


—mn 2 sin(acx/l) _ xcosGurx/L) ^|! 


一 r 
£o) CE (nz/À) Je 


- gb RR 5 osna 


! 


< 


wv 2 dun 0442 
—Óm g CD C-— 1) 


a HE GO AS BER EER A Ra, TE gaii 7r 


: a 0 v Bl , h 
qa. gem 一 pam, 1 J g) 
它 的 解 是 
gAC = 2-1)" (1— cos, ( zu 


EMM qu 


Z——  —— g———MÀ ——— 


(1 一 cosm,£5 + 


mma, ns 
2 2he, D” 1" t1-coso, G — 123 PICO 
MJE MI VP 


BFE, XEBUEeBE n] Hj FA niH I EGER 


yix, i} = B gaa 3 sin Tex 


H = l 


f| 9.6-2 
—^r- E&fi'P E HS A Ip E m = ARDT E k A E a PLAY 
3t JJ F GO ric. SK BEER Co i WIERE aO B3 77 E 
解 ， 我 们 假设 位 移 的 解 是 
Hx) = $,g 029. (x) 
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abu p Oa ERA ean ERR, JU EPR g: 满足 微分 方程 
Fe: 
aM 


d, + 07g, 一 
假如 用 一 个 单 位 脉冲 代替 五 (作用 于 = 0k, MEA H FE 
ALS, (0) = 4,0) = 0R A RECO, 00 / M o sino, t, 这 样 ,对 任意 
23 F G BS ng py. f 


g; (Ð) = AQ-p F (&)sino, G- £) d£ 
XE (E — XR Ab IPLE A 
"Gub = E JACO [ F (sino, (~ E)dE 
HE s: 的 加 速度 3; (让 可 以 通过 改写 微分 方程 并 代入 前 面 对 


qi CH H EH X yu 


soo FOPO a 
dŒ) = M, Ig: 


Z UDP ODO 0 0, f 7 ine. rE — 
is^ -Hr F Osina, (E — 5) d£ 


í p 


这 样 ， 和 插 一 点 %* 的 加 速度 方程 求 得 为 
a x,L) 一 之 gp x» 


ü FG)m,(0)0,€x) O O POOP (X20, 
= 之 | M, M, ~ 


«f F (£) sino, ($3 — £ d£ 


$4 9.6-3 
inB] 9,6-2 所 示 ， Mg — Tp AR Gd ——- E 
T RHEN a T e E E 


FBR Oh, sKix—cmECE ——7 
E AI Nn] P.L 图 3,6-2 
gt. Be niia mp8 A JE 
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(EJ v" (x 22" n DU y, (O0 + vv 1 20 
上 或 可 以 重新 排列 成 
并] 
这 样 ， 我 们 就 用 单位 长 度 的 懂 性 为 一 瑟 (x3yott) A T RACK BE 
BAF GeV RR BWIET E 


YR = Bg; UO V, CX) 
广 只 尘 标 了 ,的 方程 变 为 


, TE 1 (55 
A; + Wi; = ye CÉ) MV | pw 


于 是 ,9; 的 解 与 简单 振 萝 轿 的 解 仅 差 一 个 因子 - 1/M, | P, oo d, 
所 以 ， 对 起 始 条 件 (0) - $00 = 0 
n= f -f ood {| Ysino a- edé 


9.7 BIRER UN NERONI 07 E T5 B5 SRE 3e tE 


£L fh $52] 5 EUN BS 71 2E JE RJ EE f 25 Fi EXE SE 8 6 Tr IR SHIRE 
于 这 种 粱 ， 正 交 性 不 再 由 方程 式 69.6-3) 来 表示 ,而 是 由 下 式 表 示 
0 MIA 


[cm oo pp, -fOOWVa dx = uU, 假如 7 


《9 .7 一 1 / 


它 可 以 证 明 如 下 。 
为 方便 起 见 ， 我 们 把 包括 单位 长 度 分 布 力 着 一 C3, 旭 的 方程 
(8.6—5) 和 (8.6-0 重新 写 出 如 下 


a {pr db CENERE i 
dx ( EI dx )+ ^46 ax $) FEL (x .1) —Q (8,85 5) 


"y - (RAG( - 9 )]- p D -0 (8,6—8) 


XLI GE AEREA pa Aea, Hp ymonikfS. PRHE 
yix D FE RE BIB ER M Eu RUNS 


$03 
y= Eqa; Pp i) 
i (9,7-2) 

ý= $ g Oo) 

EiS A AHREA MT EEP, AiG 


ILip= Egi ^ CEI0O + RAGIP ;— 2 } Ro (X, 


(8.7—3) 
, | d 
m}, P= 5g RACG (QE ;—9;) r+ px 
dx | } 
TEE ERESHE FERA 
P= iN) er (9.7—4) 
$= $;Qx)e'U s" 
E PX REJ AFRE A P, 19 
-oJis -1— GV 0 + RAGO; = b) 
(9.7-5) 


- òm; = -L (RAGQP — 90) 
这 组 方程 的 右边 是 强迫 振动 方程 中 广义 坐标 9 ;的 系数 ， 所 以 我 个 ] 
可 把 方程 (9,7—30 号 成 

J Eäni= =- liq oif xe60.5 

(9.7-6) 

m2,4;9,— — Ni qyoimt;* pt) 
jaüixWu47;REEGÉUA.dxdüv.dx, Jii, Ria 

2. 1 ， , CnP P, + Pos de + 之 qx 


I 
x npp, + Io $0 ds 
i 


-| p D9,dx + | en (x Eoo dx (8,T—7) 


EREHE p, Bin So 85 Bg ME H1 20 E T xr AA, 
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3X Db Aj Es dg Eg. A en 


nem calc Leone finan na } 
?roig, ou Si pD Pida | st) dida 


(9,7—8) 
于 十 我 们 可 议 看 出 ， 这 一 要 求 仅 在 下 殉情 疯 十 才 满 足 
i B 0 ANJ t 
[ CD 十 Fh dx = m BH j-s (9,7—9) 


EASL r CLIS fF Sii E A Sy AE E E RE ETE, 


9.8 SHREE RE 


4AA qat Y —4- HRS ARETE, qui 
称 它 为 受 约束 的 结 枸 。 例 如 ， 一 个 弹 答 在 其 作用 点 上 将 对 结构 的 
运动 表现 为 一 个 约束 ， 有 可 能 增加 系统 的 固有 频率 。 相 反 ， 一 个 
附加 的 质量 可 以 降低 系统 的 固有 频率 。 这 类 问题 可 以 通过 广义 从 
标 和 振 型 合成 法 建立 公式 关系 。 

我 们 来 研究 任 一 单 维 结构 ( 即 结构 上 的 点 决定 于 一 个 坐标 x) 
在 单位 长 度 力 f 02D 和 单位 长 度 力矩 M (x,#) 激励 下 的 强迫 
振动 。 假 如 我 们 知 遵 结构 的 主 振 型 、o MP (x)， 则 它 在 任 一 点 
x 处 的 挠 度 可 以 表示 为 


yix E = Bg, OO 90D (9.8-1) 


ICEP KIT AAE En go A a 7; Tu 
d,» 01g (D = MD |f D P, GOdx + (37 (x. 89 Go dx ] 


(9.8—2) 
上 式 的 右 过 是 1 /M.IsSeBI 70. 这 一 上 Xp BUE] 的 虚 
HQ, = åW /óg.qn kf, 
假如 ， 我 们 有 作用 于 点 %&=4 WAWA — ARPI Fiat) Hi 
集中 力 WE M Ca EE FUEE TURNER, 则 在 这 种 荷载 下 ， p Xm 
从 下 式 求 内 
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OW = Fa fava ty + Mla, Doy ia, t) 


= Fu) PP; ðq; + Mast) $5 '; G0Ó0q, 
' | (9,8-3) 


Q; = -一 = F Qa ,0)9; (a) + Mia bP; (a) 


了 手 是 ， 我 们 得 到 下 列 方程 来 代替 方程 (9.8-2) 
#4, 十 本 ;好 ix = gr (EDP, c 十 Mia, ip ia) ] 
(9.8—4) 
xx JJ TRIES T arr EAA, FE R R H TE 
TEH R RER. 
FAARF RDE SiE T RE TRECE T B SE 


往 联 辣 到 图 9.8-1 所 示 的 简 支 梁 上 。,。 强 形 弹 迁 在 次 上 施加 一 个 力 , 
其 值 等 于 


F(a.t)- — kyla, t) = — Ro HP; (9,8-5) 


in H 45g Ss pip mE — 1 73 28 
Mla) = —Ky'(la,t)-2-KR P gpa (9,8-6) 


图 8.8-1 
把 人 这些 方程 全 入 式 (9.8—-40 中， 我们 得 
q, i ‘= $0» 2449.00 - 


- KPa Y. o9; (a) | (9.8-7) 
J 


06 


受 约 来 振 型 的 主 振 型 仍然 是 简 谐 型 的 ， 所 以 我 们 可 和 宕 成 


qi= gg” 
TE, HP : JARRE 
r7 Lo 1 .. u - dp. u FO 
ES VACHES ev, (a) D FIPA) - KG) x 
x Y 4,9';(a) J (9.8—8) 
į 


BREMA iR, Ania UEMAk M 
个 方程 。 于 是 ， 由 9; 的 系数 组 成 的 行列 式 将 学 出 受 约束 振 型 的 周 
有 频率 .而 受 约 束 结 构 的 振 型 形状 则 可 以 通过 把 9 ;代入 式 59.8-1) 
求 得 。 

假如 在 点 x = 4& 钼 着 一 质量 mo 以 代理 弹簧 ， 如 图 9.8-2 所 示 ， 
Jl Brne MA 2S E- A] 2] Ae 


F(a,4) = — my la, = - mg $4, VC (9,8—9) 
i 


X, REJEA (9,8-8)， 我 们 将 得 到 方程 
Fj = Arias bem 2; q ;9 Ca) ] (9,8—10) 
$9. 8-1 
i£ d — 18 x XEBUÓ SUB 3x 78 xr d zc, Cà ix GE m 
三 /2 外 加 上 一 个 质量 zw 时。 
解 ， 当 人 妈 应 用 一 个 单一 振 型 时 ， 方程 (9.8-10》 简化 为 
M DE — O") = mo 1 (Ca) 


Brie. 我 们 得 


C2-) = -一 天 一 一 
7 Ltg 90 
对 于 非 受 约束 粱 的 第 -- 振 型 ， 我 们 有 
o, =- PL ^ powa sin -EX 


MP? è 
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of 二) =Z sin =v 2 x0.860 


* 


M,- AM - XE EE 
这 样 ， 把 它 信 代入 上 列 方 程 后 ， 得 出 约束 深 单 一 近似 振 型 之 值 为 


在 例 7.5-5 中 ， 同 -问题 击 邓 克 列 方程 处 理 时 。 得 出 这 一 比 皮 的 
结果 是 
1 
141.6 o 
f 9.8—2 


— Hi SR EDEN UH ME EDRIEB ESSE E o WRS, S-3PToR, 
试 从 受 约 东 导 强 的 主 拓 型 建 亲 确定 其 自由 -自由 据 型 之 bru 
题 的 公式 ， 受 约束 导弹 的 主 据 型 用 号 ; 和 9 标记。 


[ ^ Pg 
P A 
I—-x— 


E] 9,8-2 [E] 9,8-3 


8f. — EX —]RIAB nT H12K E EL fa] A G FRE 2IS DEL x ETARE. MER 
PHAD, H o .:2ETU ERE HEDOERMIBH C,38 8,。 现 在 ， 我 们 用 引入 分 
AU SET RyCa GA AR Yy'GOmp jg - FCao d — M (Gao 3E Eg d x. 钼 的 
HR a 


F08 


为 了 较 详 细 地 展示 这 一 问题 ， 我 们 从 下 到 方程 开始 
一 一 a (a) — M Ca)m'; ca» 


— = : m I O —À . æ < a_i 


dic OQ ?(1-— (o/ Q; 3*3 
ERRET AHE (8.8-8). A DG) « M8 10 — (0/0 25. phj 


x= a E TS A 
E H -FOD la MMOD; 00 
yig} = 29; (ag, = 2 — | — DD, n 


现在 ， 我 们 用 ky(Ca) a K^ (COE [S96 — FGo31— M GO, 3JE'S I 


ya - Y. EE E (a) 


7 


y'(ay = X; PRBE en y tanien a 


这 些 方 程 现 定 可 以 重新 5) ps; 
TOE — hy di ps ^ y "(a IK "ES f co Cat) 


JD 
YA Y Me - »«[1-K X Ty 


于 是 ， 频率 方程 变 为 


- P: ia - Gia). 
[1 k 2 Do (1 K io» 


B IL aba NO 
L E TUB) -o 


TEx = akk, PEREZA 


1— £k o: Ca) 
Wm B 2 Dey 


yia o kY 9 "INC 
i D, (ar) 
于 是 ， 自 由 ~ 自由 所 型 的 形状 由 下 忒 给 出 
va) ， | 
QOO OD e Fou O00 DO 
y , D, (a) 


— 
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i" 3.8-3 
[X HIER -—— A A-A Ho dE ZI, G0 ,o,,XE DELE r= 9: 0 
HMH AiP =s, Q&.—0, sKEI9.8—3'P Seu AU Eius. E 
A X8 [n] AT REEL ET ED IE; 
Kf. 对 三 个 所 型 中 的 每 一 个 ， 广 闵 质 其 是 
M p-dde = M 
M p= [x dm= I= M 
M = [Pi Cr) dm = Mi 
ste, o) JD HEM = M = 实际 质量 加 以 规 一 化 。 
HRA 2E] RED A 
D,- — fro = —Mit»?-— — MoA 
D,- ~ MP - — Mpo; 


D, - Moif 1 - (-9- ]- Moa- A 


EDEN 

(-—) =À 
xk — i] BERG SUE 7; E 9.8-2 的 相同 ， 只 是 负 的 8 用 正 的 & 来 代 
TR. DLIRH vo^ ede megooW o.xE BEGImg.KX 
们 有 


B A 1, e — qiia) 1 EK f 1l 
{1 Ma, [i* PA l) t= Mo LPA 


^ acl diur wn IS =0 
ERA EA 
G-A E CI + Ted) Jat- (二 一 jx 


a” 


EO K o - k ) 7zs— 
x[1 * p * —hpf la D + s Lot A 


x a-»-( A: )& A ivi) += [Pa - 
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- la) ] }- 0 
上 列 方 程 的 一 些 特殊 情况 是 有 有 趣 的 ， 我 们 来 说 一 说 其 中 之 
—, EWK = 0， 频率 方程 简化 为 
a? - 11 +( a | 1 + + J A *()* 


x {1+ a }=0 


这 里 x= 4 可 以 取 人 质 值 ， 从 而 导弹 被 一 个 弹 但 虑 起 。 


9.9 WEE Jn kB E 


fc 4E—d$x3)4 41h PTE S M AREZ 4S BEIDE 
的 收 人 部 性。 假如 收 人 铬 性 不 好 ， 就 必须 应 有 表 很 多 振 型 ， 从 而 增 天 了 
冰 吾 行列 式 的 除数 。 振 型 -加 速度 法 通过 改善 监 伊 性 右 助 于 克服 
这 种 困难 ， 从 而 只 需 世 个 主 振 型 。 

握 型 -如 速度 法 从 三 六 航标 4; 的 同一 微分 方程 开始 ， 但 在 次 
序 上 吉 以 重新 排列 。 例 如 ， 我 们 可 以 从 方程 (9.8~4) Mi, EE 
TET SJ HE m 

q, () = ETC. AT (a) - AO (8.9-1) 


将 上 式 代 入 方程 (9.8-1》 中 ， 我 们 得 


$ i 


yQuD = Sig, CO 9, (D 
— qux) q (x) 
= Fí(a,Db 工 — Moa £M Ci D > x 
PPO _ HOI AC, 
x — Ma 之 "E (9.9—2) 


这 里 我 们 注意 ， 候 如 Fa, NDA MG,D BRE. eis 
速度 的 最 后 一 项 将 为 去。 这 梓 ， 下 列 项 


$11 


9.(2) 09, (X) — 
(9,9-3) 
和 Pt — 
2. M 0 = BGa x) 


MARRA, H pelte, Mea EXE x Abfkek B3 a Atiy 
DER RAE GA RNS EMRE., Bigb.q3E4i] ny 127; E (9.9-2) 
PAL ES gu 

yw) — P(a,£om(a,x) + M (a,1B(a, x) ~ 


u Y. LP (X) (9.9-4) 


因为 在 四 加 项 中 ;i BEAR, DjgbgStPELE 8379— REA 
改进 。 

TE (aH M (a.t) Du BE A3 ng sni d sb mp p, HE A 
第 规 方 式 从 方程 (49.8-4) 中 解 出 9 有， 然后 代入 方程 (9.974) 
PATERE, AETR BERRE, Fia.) WD M Ga ,站 仍然 
是 内 约束 所 施加 的 力 和 力矩 ， 这 时 间 题 可 按 8.8 节 中 的 类 似 方 式 
进行 寻 娃 。 担 是 ， 由 于 收 印 性 改善 了 ， 将 发 现 只 需 少 数据 型 就 
R] Bl, 
$[9,8—-1 

应 用 振 型 -加 速度 活 ， 求 解 图 9.8-2 中 结构 上 联 有 一 个 集中 质 
Em Hy nl A 


M. EUER IER ES 
FO) = FEQa)2e*"'! 
g; (1) = gett 
VE) = vix)e! "' 
将 这 些 方程 代入 方程 0.9-0 rp, 3fPx-a, 
Ya) = F(na(m,a) t o* Y^ 200) 


HAm M EJ E5923 28 
Fla) = mù yia) 
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我 们 本 在 上 列 两 个 方程 中 消去 y(ta)， 得 到 


F C cL) 二 二 : 2 FP, (er) 
= Fiara, d) + 0 一 一 一 一 -一 
ug FD x (a ,u) 2 "Y 
或 
G^ Y q ,9 Ca) 
Fla) = ; Ui 
-ty alaa) 
ü 


再 在， 假如 我 们 把 这 一 方程 代入 方程 (9.8—40 cB, FER A 2 
说 运动 ， 则 我 们 可 得 方程 
Zen. ; VICI) 
apia) i 


(o 0°38, = EOLO - 


€ — 


TAE] 


从 新 排列 后 ， 我 们 得 

[1— moata, a) (0! ~ 0*5 g; = DU S D Y 29a) 
ERE H7 的 线性 方程 ， 可 是 ， 由 总 和 所 表示 的 级 数 将 由 于 分 
BE B BSeimd pul sr. x  —dH s fEATETMER H BE, (TORIA 
PFERD Jy fé FP god p vx 3 ifi Ts Ji — XJ. 


9,10 分 量 振 型 综合 法 


一 个 太 的 结构 系统 的 丸 理 可 以 通过 把 大 系统 分 成 较 小 子 系统 
的 方法 来 简化 ， 这 些 子 系统 通过 联接 点 处 的 位 移 条 件 和 力 条 件 与 
大 系统 相 联 系 。 每 一 子 系统 可 用 振 型 呵 数 米 表 示 ， 这 些 振 型 本 数 
的 总 和 应 能 满足 联 揪 点 处 的 位 移 条 和 件 和 方 条件。 这 些 国 数 并 不 需 
要 基 系统 的 正 交 振 型 或 主 振 型 。 用 到 的 每 一 振 型 也 不 禹 满足 联接 
AR RECITAS PEA AA REM E R a PFET o mite H 
AE. PAE RRE PRE dA xix hea rid E AE n 

Ag T RE a EE RIEA ARA $6 90" 
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的 艇 单 梁 ， 它 是 到. 蔡 提 全 曾 应 用 过 的 一 个 合子。 图 9. 10-1 中 所 
示 刚 梁 被 设想 为 仅 在 图 纸 平 国内 振动 。 


PT Wo 
Wf i W 
e) 
L 
由 D 
X—-- 5 : © mE ———— 


图 5,10-1 HARIARI 2 


32 (CLE SES Bx PD A BRODORIOD SELITERI EEMB Bros 为 zi 
Tg Wap Xy AH tps Ao HTa ED, 3.4 I I DS A 
guibx, 4) — du XD DLOD € o4 0 DD S 


e 


ORGY: ocn 


i XX PALA d 8 PEL C 385 Bl zr ER OO XD FI Ab Bj JL [8T ZR E333 23 ZR PE JE 
wuui0)z0 wi) = pit A 


w00 D= ptg, 
n (9,10—2) 
MO 2 p" M) 2 o 
w” Q5 AO Pp wD = IE L a e 55, 
p." (0) = P (o) =- p wd) e Ou B 


RR. FEAP ua ARAE ERASE. THAN 
将 满足 梁 分 段 吧 的 边界 条 件 
ELX — dUOX) DAD + BP t Plr ps (EY + 


=1p (7 p(T) ps (9,10—3) 


Q Walter C.Hurty, “Vibrations ef Structural Systems by Component 
oynthesis," Josr Engr M aech, Div, Proc of ASCE Aug. 1060) . pp.51-69. 
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EX LE) = du CX PC T 
3S dans Gc) Ex 3 ILI GERE s 
下 一 步 是 从 下 式 计 算 广 六 质量 
m, [mood Cos Cds 
对 分 段 (D， 我 们 有 
x. 


I i d 
e $ 


r | X X5 
31. = f mbp 二 | m(-—-) dx = 0,168652 = "m, 


f Fi X A 
Ma 二 | mpap = | m) dx = 0,1428» 


XPARBRGD. IURI HOS RAAR IR 

ga 1.004 

Iaa = Ü, DOME = Maa 

Mas 0.200 = Msa 

Ma = 0,3337 

Map = 0,1662 = Mga 

Man = 0. 1llmi 

Mea — 1. 0r 
RE AA E BERE «RU wo LRA RAER, Mar = Mas = 
Mas = 0, 


广义 刚度 可 从 下 式 求 出 
jm | ELO sd 
这 样 


" ; a EI 
p= E| $i dad x = EI| (75 j dx = 4 了 
i} ñ 
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"T EI 
km A, EI :2602 = 6-—— 
"nr i H 


EI 
Rs = 12 I 


Ef 
Eas = 28,8 Dp 


BE H E BY; 为 零 。 


对 my 和 有 BOTE E Z3 RUE RT 2 3ESECHE o IR E A P BE A PE P 
F. XE, ODLZTCBBOBERBCPARERD. JowgE T EU. 


— 0.2000 0.1668; 
0.1666 — 0.1428! 


ü 
sit) ex mrt 
0 ( 
Q H 
-— (€ Q 
— 4 
6 
Ei 0 
(5) = 
å 
ü 
-一 1 


Ü 0 
ü ü 
; 1.0000 0.5000 
0.500) 0.3333 
0 2000 G 1656 
i ğü ( 
E 站 
0 Ü 
Ü Ü 
0 0 
, Uu g 28. 
ü "T 


Q 0 ~= 
6 D 
0.2000 : 0 
0.1668 : ü 
0.1111 : 0 
| 1.0000 d 
(9.10—5) 
0 0 -一 
0 0 
0 Ü 
0 0 
8 0 
0i 0 一 
(9.T10—-865 


fESFERODOOIHEEBRLSR. iTS peu 7r 
B fit pat pe=0 
Pat Pa t ps=0 


wr lY + asli) = Ù 
wli) = 0 
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CE) — w (G) —0 2P t 3p- fP- 4P5=0 
EIU") Til) = 0 二 为 1 十 6 b. 12f,-0 
HEERE Eo 3x05 7 RE 
fi 
1 1 ü 0 g 1 Pe 
0 9 1 d ; 0 P5 y 56 (9,107) 
2 3 Ü) —1 一 4 0 Pa 
2 Ü Ü 12 (0 fs 
Ps 


HAm AEA 3E 6. ATARAR, PBdru ASEBSIC 
SCA dE L2 CBIUÉ HA FA £0 3 ERES Vua A ARR CA 
9.2 节 )j。 这 样 ， 我 们 可 在 坐标 中 任 选 两 个 作为 广 芯 坐标 4#。 令 
pi = gA Pe = Re 为 1 XE ER, 3EJH 41 Hige 3E EN fat Pee 这 在 
下 面 的 步骤 中 被 完成 。 

对 方程 (9.10-7) 进行 重新 排列 ， 把 其 中 的 第 工 列 和 囊 6 列 


称 到 左边 ， 得 
1 0 0 0 的 — 1 -1 
0 1 1 1 ^l. 0 0|rdi | 
3 0 -1 -4 ef -2 0 UJ (9,1078) 
6 0 0 1z \p -2 0 

上 式 可 简化 表示 为 


CsI {Prst = LOI ifrat 
PHE s I, f$ 
{Pan SCS JTL {gaat 
IAES A fi = gi 和 pe = qa， 并 写成 
{Pirmat = CCI {giat 
ME., EF2TR A Ea BA AE Rg: Mg kan F 


FFEA TATE] SUR TE 


£i ,1 0 


£s -1 -] | 
Ps = : 4.50 | ^Yecca( (9, 10-9) 
p —2.333 -5.0 gs Agot 
fs 0.333 0,50 
Êe 0 1 
KARAWE D y MZ — 
ml 21 P) AC) i220 (9.10-10? 


把 i 户 } 用 约束 方程 〈9.10-9) 中 的 {2 代入， 得 
miCmI CCI (8 1 8 CRI CCI {g} =0 
ARRUPE, 


miCCYtna ECI (3 ) +- CCICRICCI (4) -0 (9.10-11) 


注 较 一 下 方程 (9.10—1:0) 和 (9,10-11)， 我 们 注意 到 ， 在 
《9.10-10) 中 ， 质 量 有 刚度 定 阵 为 656x6 (参见 方程 9.10-5 和 
9.10-6 )， 而 在 方程 (9.10-i1) vB, 4B PRILCO UmOLrCO 
[CYCRICCOM2x2, KH, RWC IER EI RUE M — 76x 6 
的 问题 减 为 一 个 2x2 的 问题 。 
对 [了 = 一 ol 方程 (9.10~11) 恋 为 如 下 形式 
-emf ^^ NL EE i DML 0  (9.10-12) 


og b, 
JJ; €9.10—-5), €9,10—-60 和 (9. 10— —9) tb, 1B5B EE La; 
[5, ; a] EE (EL S 
1.1774 2.6814 
= (C7 CJ = 
(2,427 LON Cm) Ce] n" 7.3206 J 
7.200 10.800 ] 
10.800 19.200 


FARRERES, RAIT MAREA €9.10—-1250 中 求 得 系统 


[5 = CC CRI CCI zii 


XE 
的 两 个 加 有 频率 郊 下 


a= 1,1724 EL 


EI 
dy = 3.1984 in 


图 9.10—2 表示 相应 于 EMEREK., HA7 
(9.10—12) 能 使 特 生 向量 的 解 芭 由 任意 参量 来 表示 ， 押 Ag 能 
由 zi=1.0 解 出 。 于 大， 坐标 如 可 从 方程 (9.109 3E 出 ， 而 振 
型 形状 可 以 方程 (9.10-17、(9 .10-37 dH (9.10-4》 求 得 。 


第 一 振 型 第 二 振 型 
图 9,10-2 第 一 和 第 二 振 型 的 形状 


3] 


9-1  urE]— SE Un AT AE 77 EP] 22] R3 30305 9] E X [EL 2 10. 

9-2 假如 一 个 突 加 不 变 力 被 施加 间 一 系统 上 ， 该 系统 的 第 1 振 型 的 阻 率 为 
b —6/6.,.. 证 明 动 载 系 数 可 近似 地 和 由 下 式 桶 定 

D.-21-e-7**"'*coso,t 

8-3 求 一 个 均 市 力 的 据 型 参与 系数 。 

3-4 便 如 一 个 集中 力作 用 和 在 # = E 钼 ， 相 当 于 这 一 力 的 单位 长 度 荷载 可 用 一 
TS EEA ow-n 米 表 示 。 证 明 振 型 套 与 系数 变 为 此 ;= 畦 , (4}， 而 
ERE a RE A 

y G,£ .-ep-x ftem. CR LEE 


. A hej = (DAE MP Re D dE fA y e BM MERE 


D, iE) 
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9-5  Ut-— 1B BM FEE = ath, EHHA. (XY 是 图 .9-5 中 当 E 0 
P-A H E XANH RE PREIS. JEE AR A T Cu AE 


P ux -0) dE e— E 
AU 
9-5 


图 P,9-6 


K, «tI = Ono. 


9-6. 一 个 集中 力 P, f. OO EATR x eg Ep Hr b, dm BEL P .9-6 所 
m. uBDERHEHRT AGE 


Pat’ KP, i) 
YE 及 = 一 之 人 


dp, CK) | 
dx j 


* m 
2Pols [sinz-37— sin3z 一 
(ETC | 和 的 


sin5r 一 一 | 
toem sq 
3 7  — JH 48 5R M , AERE T 73 Mep Re UR IDEE P.9-7 BPoR. W 
HB E — jx Ak B5 Bt H& Hp RSS ih sg 


2 + 
d DADR DF, “p T 


人 光村 = CEF — ERE 
M rs f sing vp sin4áx < 
= ET 70 (3x) p Da D+ CAT) ? Dc - 
singir -了 
一 


9-8 一 和 负 支 的 匀 当 罕 然 受到 如 图 已 .9-8 气 示 的 荷载 分 布 , 其 中 时 间 变 化 是 
AEA A ER. diss EH RR ERRE ME y(G,D. JSIDNS—RD 
振 型 是 不 出 更 的 ， 并 和 写 出 前 两 个 击 现 的 振 型 。 

I 一 根 艾 度 为 上 的 网 长 籽 在 * = 上 处 恒定 ，Y=0 处 自由 ， 一 个 随时 间 变 化 


一 


EE 
dC DÀ Z OR 


图 P,.9-T 8-8 


553 A1 9 SA RPE TF 杆 端 =0 处 。 证 明 所 有 振 型 将 相同 地 被 激励 
(HRE SFRS HRA AR, wee 


JT x an x 
COS —— —;- cosi. Z 
AE EN 3x y 
3-10 4EimjBis-o pU ER sa 处 ， 试 确定 那 一 种 据 型 在 船 中 
7T. | 
9-11 7E3jEE0-10rp, LXNEpEN BEST M A XN. JR H tE FL 25 frc p [ed ate 
fh FEE (LT BT Se m RE. 


2-12 HEfH —Bd M LEER ML. KEJ £g: 5) E XEORE PLEBE 2r. A mr 3jIS] EE 
E.W P.9-12 (0 ia. AHE 
VRE) = Q1 NI + PN 0) 


并 选择 v.- sin—, ~ sv, -1. 0, 
WER RBA, uhurSH 


" 4 
dit. ditoOligq,-0 


2o - 
UE ditdüatOg:-O 


Xp o}, sxt (ELMI -GR E MMZDHMEXDR BIJ., RAAH R 
0i, -h/M- BARRERA gd, SHEAR. 


解 这 些 方程 并 证 明 
2 32 5 | 
o = 01, —— qepayq DD + 


A y (6,0 «(b *sin^T—y F AmE Ea 
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Ee 


RI) 
3& S SLE SE HA RECTE P 9-712020 中 。 
3-13 一 根 两 端 国定 的 均匀 梁 在 跨 中 受到 一 个 集中 力 £700 dy m NE. du 
P .9-13 记 示 。 求 荷载 下 的 找 讼 以 及 在 固定 问 灶 产生 的 弯 短 。 


点 点 
8 


Bj P,.9-12 F8P.9-12HT»m 38 55 09 my HS -- [BL DARE 3E 


3-14 fig —- T Re TEE IS] [RT FOR] I3 a A LITE FS 2g 5) REP ER B. OR 
前 三 个 振 型 的 参与 系数 。 

9-15 一 个 刚度 为 站 的 痢 续 被 联结 到 一 根 均 名 当 上 ， 如 图 了 .9-15 所 未。 证 明 
E dee HU vr pL ^p 098 EOS 3E 


CY soe 
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式 中 


b Tt 
017 Mi 
Efi) T—t T 
| Ea — — —£—— i 
LL el u 
E] P,59-i13 El P,9-i5 


9-18 号 出 习题 49-15 的 两 振 型 近似 方程 。 

9-17 应 用 振 型 -加 速度 法 重 作 习题 9-16。 

9-18 证 明 在 一 个 樟 筑 联 铺 到 梁 上 任意 一 点 4&= 4 的 问题 由 ， 当 人 长 应 用 一 个 振 
型 时 ， 药 训 - 气 型 法 和 握 型 -加 速 庶 法 得 出 同样 的 方程 ， 这 方 和 上牌 是 


9-19 图 卫 .9-19 FRAR EROS — 71-8 SD LEE AA 磅 :英寸 /弧度 的 弹 
XE. JEJpGESM (9.8-8) 中 应 用 两 个 振 型 ， 求 作 为 Mot ZEE 
PRLE, xx Ho nt oki. 

9-20 假如 图 忆 ,9-19 中 庚 的 两 端 受 到 刚度 为 直 之 弹 得 的 约束 , 求 基本 频率 。 
当下 趋 近 于 泡 穷 大 时 ， 其 结果 将 欧 近 于 两 端 固定 俊 的 频率 ， 

9-21 如 图 已 .9-21 所 未 ， 一 ` 架 飞 机 被 理 趣 人世 为 一 根 长 上 单位 长 度 质量 nt. 
并 在 中 心计 带 在 梨 申 质量 眶 "之 均 勾 梁 的 简单 模型 。 放 用: 的 位 移 作 
为 广 交 怀 标 之 一 ， 试 写 册 运动 方程 和 确定 对 称 振 型 的 加 有 频率 。 对 柄 
XE 3E HL 2S HAERE, 


六 t, M | E L (145) L 


图 P,90-19 E] P.8-21 


9-22 WAAS- ARA, WRES SE SE EAE X AE t ES E n a ER ES 
Jem, 

9-23 Eii Jma- ILR REA M. 的 油箱 被 加 到 系统 中 ， 求 
3 59 6. | 
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9-24 二 用 受 约束 振 济 法 ， EAA x. 点 上 添加 一 个 转动 慑 其 为 人 的 
质量 1 后， 其 误 果 是 便 第 一 固有 频率 品 : 变 化 为 


ÜD 1 


a, 一 一 -一 一 -一 一 一 


Yee (X 42 十 Je Pi” (XL 
1 


而 广 关 原 量 和 阻尼 贴 变化 为 
pati ear i) pott em 


Mo = M+ 


, É: 


T. 一 一 = 


一 一 一- 
y L+- lp? Cra) t zA Pu OUO 


1E., HHE 23 Mx H E — die 2E 3 POL. 

3-25 陈 用 分 量 振 型 媒人 台 法 建立 图 PP.9-35 BrpodHEGI EcRPBEPBAGAR. dH 
TicpAbIEÉBRJIG490", 

9-26 — RIAA Ek EEA SRA. SE P.s-26Hrnm.k Bor ye 
Mi GAELA TITE HESA, HAAHI 有 弯曲 和 所 转 。 
BESUAR REEE OP Wi. 


L? 


图 P.9-25 图 P,9-28 


wt EB 机 S9 -j 


10.1 35|] 


在 乓 面 几 章 中 ， 我 们 论述 了 动力 系统 对 可 用 时 间 数 学 哆 数 摘 
述 的 确定 激励 的 响应 。 对 于 这 类 激励 所 引起 的 啊 应 也 是 确定 的 。 

随 荐 哄 气 发 动机 和 高 巡 飞 机 的 发 展 ， 过 到 了 一 种 新 的 振动 类 
型 ， 其 注 励 为 一 种 其 机 波动 ， 加 图 10.1-1 所 示 。 这 种 随机 E X 
的 特征 是 不 能 在 桶 定 意 头 中 了 预言 其 及 时 值 。 


Aul M A 
WE. (CLER MN 


图 19.1-1 RE SLE ISI E XE Bio x 


TT 36 pE PL SR HE ah a E A A IH AD E HU Gy— Xe BEBE eR 
ITH, im CN a BSEHKCBERIJIUGENEPADIXOGEqeES. fep, 
在 数值 x 到 x+ As XART A, PARED HRONgg Mz ERNEI (EL A A 3E 
契机 能 的 。 其 它 量 ， 旭 均值 或 均 方 值 可 用 均 分 来 斑 定 ， 而 问题 中 
变量 的 频率 容量 可 在 傅立叶 分 析 的 基础 上 用 各 种 方法 来 确定 。 

在 任何 筑 计 方法 中 ， 必 须 具 有 大 量 数 据 才 能 到 立 统计 的 可 靠 
性 。 仿 如， 为 了 确定 某 航 线 因 大 和 气 洲 流 造 成 压力 波动 的 统计 量 . 
一 飞机 可 以 收集 儿 百 张 如 图 10, 1-2 所 示 的 波形 记 订 。 每 一 波形 
id x* PR 一 个 样本 (sample), PÆ AA E Ph J PEA E Cessenm- 
ble)。 我 们 能 够 计算 在 时 间 t 时 瞬时 压力 的 平均 值 。 我 们 也 能 将 
每 一 样本 中 在 时 间 £i 时 的 瞬时 压力 和 上 时间 村 + 时 DUBEHI HE ZI dH 
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3 ,JEXFFEAERERE HELP ICT I6 f, 8 ELE BUT D A 6. 值 时 ， 
Hz E3877 HE HU HEUS EL ICARUR AL, B67 EXE FES EHE US 
的 随机 过 程 称 为 平稳 随机 过 程 。 


图 10.1-2 BEL [RI ER S HS FI EE 


Zn AR: FREIE EF 2] 45 OS RUR EA EAD 24. P RETURN OE IET 
HEBA RA HRH HARE TEER RES MRR APL 
FUHOUIRDUERDÉBLADER. Æ TERR IERRA WAE AP Ea B BL 过 
TE, AR RIS EFE f y xx 2S ER EL a6 3C. 

HS ERITH E S) Z x — 1E Bg v8] EX P8 ES EST [RTAE E BS AC 
念 。 下 列 方程 是 规定 作为 时 间 平 均值 运算 的 最 通用 的 记号 ， 在 这 
个 方程 中 x (1} 是 变量 。 

&Gyo <s (>= lm | «coe (10.1-1) 


上 面前 数 也 等 于 x( 引 的 期 望 值 Cx (f) 7)， 它 被 定义 为 经 过 大 量 或 
长 时 间 拥 样 上 所 得 一 批 狼 的 平均 值 。 对 于 离 襄 型 变量 x; 的 期 望 值 可 
由 下 列 方程 给 出 


i 


ECsJ= lim- En (10, 1-2) 


IE E F3 ferie A GUE MA F E R, Aa OE vOD, 
m HH 58 (£L aE Eb oS E a A R, 
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10.2 MÆ ya Rr HR ET 
在 仔 意 线性 系统 中 ,输入 和 输出 之 问 存 在 着 直接 钱 性 关系 .用 
[8 10, 2--19f x7; TEE PE] e o II cn 
输入 输出 关系 对 随机 育 数 同样 适用 。 这 种 
ELE IPLE SÉ prod C, A 64.44 
图 10.2-1 线 竹 系统 方 框图 表征 的 系统 把 输入 变换 为 输出 。 
现在 我 们 来 研究 由 下 列 微 分 方程 描述 的 具有 效 性 组 尼 的 单 自 

LI RE SE — fi E SR SC 

$+ ct RT REP) (109, 2—1) 
我 们 己 在 第 三 章 中 找到 了 这 个 微分 方程 含有 上 脏 变 项 的 通 解 ， 它 取 
k FERE B mE Bi. xxT85t2r2;z fun WS 
雇 于 激励 (L7; PR 3.2-110. PUES Ju 35 E py pr E Ly. 
芷 稳定 状态 条 侍 下 ， 当 输入 等 于 单位 控 幅 的 简 弯 时 间 冰 数 时 ， 输 


"u 和 


E ë F oh |» F 四 0*9 


到 人 站 一 下 (10,2-2) 
令 稳 冠状 态 的 输出 为 

x — Hag"! (10,2-3) 
将 它们 代入 方程 (10.221) 8948 HUE 3E pg jy prj rH o) 


(10,2-4) © 


EU LLL 
Eae) ee) 


(tu) 
Hg. HO) V RMBHJOGROR 6 B9 Grp, mi ELS DAL 
四 天 次 系数 (在 方程 10 2-4 中 的 1/4) AOXCROUIIEDBCEGE, MERHER 
函数 为 一 无 两 次 的 量 


1 
H(a)e 一 一 二 一 一 一 一 一 一 
1- (-5—) t2 o) 
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是 位 移 与 力 之 比 血 。 方 程式 《3.2-7) 给 出 了 这 个 量 的 绝对 值 。 
它 随 频率 和 阻尼 的 变化 曲线 绘 在 图 3.3-3。 对 于 微小 阻尼 ， 它 的 
峰值 出 现 在 0/0, 1.0 处 而 共振 明 线 的 锐 度 用 @ = —,- C 来 表 
A. 

HAA XEIRA r, RARA 少 很 少 有 意义 ， 因 
而 可 以 不 顾 。 我 们 主要 关心 的 是 能 与 * 的 均 方 值 有 关联 的 平均 能 
晤 。 用 记号 X% 示 的 均 方 值 是 将 x 在 时 间 区 冯 了 内 积分 的 平均 
值 ， 它 可 接 下 式 求 出 


当然 ， 这 个 方程 适用 于 激 砚 力 或 响应 。 例 如 ， 如 果 我 们 有 一 个 简 
AJF = Pinot, 772589237; EE 


"E r pi F? 
F*-— lim pa To (1 — cos2at)dt-- "RN (10,.2—6) 
3 p 


AE 49 132r ga Am aR, ELAD E 
着 于 
x RAF HOOo)8591) (10,27) 
hb ERdEdIBSIAAERHJAE byR34eihaoxupmy3tp. BIOS Ede] OX HH 
EJÉGRTOM NEGRO Grid Mel dqn585]1/2, BERRA S, MR 
我 们 可 将 方程 10.2-7) 改 写 为 — 
x = FC Hot + Hte itty (10.2-8) 
xtEÉBREIOTJPGR4ACASQUSÉ (10.25), 4 x 的 均 方 代为 


— ry T [n 

X?- lm 《Bo 2H H* + Hegi" y gi 
F? (10, 2-57 
2 


HoH ie) = F| H Cœ) |? 


-"——LE x lI 


—— € —- 


Gm0. 6-3, RAN eg d ID d cob m Pg agde n a vr mE, 
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在 上 式 计 算 中 ， 因 为 分 母 了 一 ce 所 以 首 项 和 末 项 均 为 霉 ， 而 中 项 
是 与 了 无关 前 。 市 程 (10,2~9》 指出 了 应 的 坷 方 值 等 于 激励 的 均 
7j [E JE DA 3 £f i pz pp t P XT fl 81 77» 


10.5 WHER 


随 祝 据 部 是 由 一 个 广 区 域内 连续 和 分布 的 多 种 频率 组 成 。 各 种 
频率 所 才 示 的 能 攻 在 随机 振动 中 是 一 个 重要 的 量 。 我 们 妍 究 这 个 
癌 题 ， 首 先 考 虑 一 个 由 许多 离散 类 雍 组 成 的 周期 图 数据。 这 个 
一 数 可 用 级 数 的 实 部 来 玫 示 

FO)-R, Y Fein?! (10.3—1) 


式 中 六 ,是 一 个 复数 ， 其 中 Re ERRAZA HASA, ARR ui 
共 辆 复数 写 出 这 个 方程 为 

FO XE F.eitte? 4 E.egtes) (10.3-2) 
JF ni se" BU 23 AA 


一 ， 1 ft i 
F^- lim | Aq EF + Eee qE 
[c 28 n m 


FF,* — 
pADR pimp o aov» 


iX EE EUR BS FARAS Bj e — 1 rax Ar BERG 33 75 4H 2 ds. 
T], ARESTAR, m ÉI10.3-1,9 
然后 ， 我 们 考察 均 方 在 频率 区 间 4 中 的 作用 。 令 5 Ono) 为 
频率 区 间 4 澡 中 频率 为 nwo 时 均 方 值 的 密度 ， 我 们 得 到 
Fa 
2 


S (nü) AD = (10.3—4) 


HEZK, AR R E BE 7g 


Q 我 们 已 经 确定 方程 【1 3-1) WEE ZRGQSESDEIZPER (200.2-2) XXE, n4 — 
个 正 整 数 ， 图 10 .3-1 KERERE ERE MRENE AHE 这 两 者 。 
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Q wp Puy us Reg! 
图 10.3-1 Je A XE E A E 


Sm, ) = DR - (10.3-5) 
TEPEDE A REREH o RH, SAANA HE AM S0) 
让 成 更 接近 十 连续 谱 的 密度 A r S (on, 10.3-2 Br zs Ag XX fb 


Xr pL — o BB KR, OR S3 75 fei 

F=] Sodo (10.3-8) 
EX, 

E-|bsuaoar (10,3-6^) 


WRR Faeto" PERIERE] Byz RA Coo 85] 35 23 
E, AJPÉR (0.2-7) 45 H © ng mg M 


x= Rel FaH Haje n a") (10.3-7) 
TE RISA wi R22 
J ST a * 
x? z TH no, H (ROJ) (10, 3-8) 


这 样 ， 对 于 一 种 多 频率 输入 ， 其 均 方 响应 是 所 有 这 样 的 信之 述 
Ap, BH 


—. Epin" . 
X? = 2 "3^ -- HOW) H (3000, ) (10,3-9) 
= S.C LB nw mes » do 
quj Pr i us BERE VO 


S.C HOY) = DF RO (no JH (yim) (10, 3-105 
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我 们 发 现 5, Cue PE- PR EE BERE. TARTE) SO pps ER 
mug WEBIBE. IRES Co RESO) nr B8 IB SU ZHERS 10. 3-3 BE 
那样 。 对 于 连续 诸 方 程 (010.3-90 的 总和 用 一 个 积分 来 代 兰 ， 这 
TF XESE T B) 353 A wa FX. Hi P 3x5 h 


Zf Stan HH (o) do (10,3-11) 


Sel MIN 


Seu] 
Sy neis) j a 


— e d 
图 10,3-2 i$ SEW ur HH k HF] i10,3-3 g Ame e A PR PE 


SPRE. WEVEBIPSEUCA Nh: NH icu E eon (O 给 出 
的 ， 因 此 上 述 上 方程 可 变换 为 
X*- | .SCH H+ df (10.3-12) 
zi 
SCf)-2x5(a) 
1 
H(f) = CF 
1 一世 六 sn) + tat F/ fa) 


对 沾 阻 尼 和 系统 ,响应 国 数 (让 是 在 共 据 点 急剧 上 升 达 妖 值 ， 
如 果 油 励 的 谱 密 度 是 帘 的 ， 如 图 10,.3~4 上 所 永 ， 则 均 方 响应 可 近似 
HEN Pun 


x) zs f pS CS nd IE (10.3-13) 


图 10.3-5 和 图 10.3-6 示 出 了 两 种 普通 类 型 随机 记录 的 典型 谱 
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TERR., AERAR DR CRA REMERA. 7E 
LPE BE BL IO KE. GE A A AR A H i A 989 EL 
J£. E KIE N BE S CREE PE BLA 2x89 QT E 2E XR R YT 


|] 1D0,3-4 JHibi*e HJ £55 10,3-12 图 10,3-5 EMil GL 
Bz RSCR C RT: E: EAJM BE 


图 10,3-6 $M dr i a E HE 


Ai aE E BEERIFHBI10.3-7489g AFERA, a E 
BE eh E dicia PE oS E MR adot ity 153 2 fit ERJ, 


. AC x?) 
So) lim "o CI0,3—I4) 


X8 45 = Ao 3935 38 aBIE BEP COLD) Xp SCR [xc [a] ojo + 2o 中 予以 变 
E. SAIS mp HPEDEÉG:. FIEL Ae, 
为 了 获得 高 精度 的 外 里 ，.4o 应 该 定 得 尽 可 能 SE. n] dE, DE 
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图 10,3-7 HEREA LE Ar d 


波 加 的 通 带 不 可 能 无 恨 地 减 小 而 不 损失 测量 的 可 靠 竹 。 同 样 ， 为 
了 真实 的 合计 艾 方 倡 要 求 有 充分 长 的 记录 ， 但 是 实际 的 记录 常常 
EARE. ge. EREDA DG ZBI 是 一 个 重要 
AW. TRER uu. 
例 — 10,3-1 

一 个 单 上 月 让 度 系 统 ， 其 固 右 频率 为 @ = y h/m, WEA E= 
0.20. at gp T S A C 


E(t) = Fcos-L ot -+ Fcosm,- f'cos HL 


一 * i'cosmo,t 


求 均 方 响应 并 比较 输出 诺 与 输入 谱 。 
BE. 系统 的 响应 简单 塌 等 于 单 自 由 度 系 统 对 滞 励 力 的 每 一 谐 波 分 
量 的 响应 之 种 。 | 
xii) = L |Hno)| Fcosimo,t — p.) 


mH-—355/.13,53,/23 


式 中 


1 
ki 21 


| 
lec 


[ 
HEIL ë 


—— 
N 2 + (0,205? 


— — — MR O1 


Hendat, J.S, and A.G Piersol "Random Data" Wiley Interscien- 
ce, NY, (1971) p.95, 
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" 
c 
me | 
b 


NEST 4 8C0, - 9C0, 20)? i 


d. 一 tan-i- f 一 0.083 


$ = tan to = 0, 500 


Pan = tanc! — 12. = —0.1425-x 


YRixdgedÉ4eAxQqo, qe] 18 Hin Fr $2 
x(i)-— ^ C1, 29c08(0, 50, —0,.083T)-F 


+ 2.50cos(o,t — 0, 5QT) + 
-0,72co0s(1,50,2 t 0,142717) 3 
d^ 3E 33 Wa R75 


PE ec. 29)? + (2,500? - (0,72)*3 


图 10.3-8 表示 本 题 的 输入 谱 和 输出 计 。 对 每 种 频率 其 均 方 
输入 分 量 均 相向 且 等 于 天 /2。 输 出 谱 由 系统 的 频率 响应 ED XE 
变换 。 


图 10.3-8 RA E EOS RS Sa P USER Se HH E 


i| I10.3—2 
3k FL 10, 3-9 BP os FER pg c 8 8g or Hc 3 eC MARA BEL 
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E] 10,3-9 


解 ， 周 期 是 27 HC. 
"O - 1 rj? ^ EN 
Ca 2i | Poas= 


. 1 fi Li F, ísin(suxm/2)5 
Ca = 一 一 F irnc,.£ = 一 一 I 
2r | or dio 2 nx/2 


CC 的 各 数值 计算 如 下 并 给 在 图 10.3-10 中 


图 10.3-10 Ayi NE € 


+I TLHE 

" T$ sin, C, 
Fy PF, 

0 F n 2 = 1.060 2 

I 2 Fy — P, 
2 Py Ü 

EM 2 J Pa 
3 3 一 —1 (一 -二 -= 0.212 
d 2X ü n 


5 573 1 CR ) Te 0.127 Ee 
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均 方 值 由 下 列 方程 式 确定 


— 1 T 2n 
Ji lod o4 imh fimqeeees 
Pu T= Ħ 

E c -» 

TCT o e7t7Ua*)] ! di = y; te 


因为 严 = |^ s Cedo, DARE ERR E 5( 增 其) 函数 的 级 数 
来 描述 


Am 


5;,Co)- 2j 


"I 


k # 
CE Ha) 


10.4 概率 分 布 


参考 图 10.4-1 的 随机 时 间 画 数 ， 小 于 基 特 定 值 知 Aia p SX 
Bim ferBg C xf FAT ATEARI, RNE FF E anaE 
作 一 条 水 平 线 并 把 x( 引 小 于 i 的 那些 时 间 区 间 Att 相 加 。 这 些 时 
间 区 间 的 总 和 除 雇 总 时 间 ， 这 就 是 xt) 小 于 % 的 总 时 间 分 数 ， 
这 个 分 数 就 是 x0 中) 小 于 ww 的 概率 。 


BE 18,4-1 REMERA 


P(x,) = Prob Cxi) «x7 
， 1 
= lim Y, Zt, (10, 4-1) 


WEI a ede-—rX442*. hR P R A — Ex um EH x 
A1, BiipPOx A —92-0, MA xi 相应 的 水 平 线 癌 上 移动 ， XE 
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T SÉ eB x ES mp EE Hx, BID XO £4 xc PON) 
总 和 的 分 数 就 必定 增加 ， 芭 图 10.4—-2(a)Ep25. I x—oo, WA 
XCGYRBRIZ Ti r= oE RIRA, AE d woo 小 Bu xODBS 
REDRA, BDPDOc-c05-1.0, RIE EE x 7; p] E RH df] 
图 10,4—2Ca) d] Bii £k — XE M, x = 一 co 肝 的 零 单调 增加 X] oco 
nIBg1.0. EE BHEX E 7g R RE 2r dn gg PC», 

AUS. WRR IER Br T {H s, Wa t ds Z8] A xc Bie RE 
3E. RMR ERCP + As) R ZPO, at 
zc ei Ji E; e(t E DE x, 到 ce Ae RT di Bb ER E HE B a 

HE SUE AAR ER P € x 008 


PO ax) — PÓx) 


$ o) li 
Pt ) im dx 


|. &Píxv) H 


图 10,.4-2 
(6) RRR 《2 —H:ogpuE 


B. FEj10. 4-265) sP HH iib HT A HI DOO SL Je RRR B POCORI 
PE., M. E Bg A FJ TE S, BY 3 x 


PEX) 2 Pix dx (10,4—-3) 


E110, 4-26 b o rp gts Bei x DP Dx T x (ro lp rd BR E 
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未 变量 在 这 个 区 间 现 的 概率 。 因 为 位 于 # --xecImBexc tom 


P (co) = {7 50odx- 1.0 (10, 4-4) 


而 且 $COx5BB£z& FAI ED Sub AÉ-—,. 

图 10.4—3 zn IH T 3E XE SEHE pc H3 FR TIRE dE 图 。 
Gx Cio HEB. ae AAR R, TETXBIIBERPg e 6€ 00fUY 
HE DC [8] ax pa ud d 15 R ER I8] Es EX. as A ARAR IRE 


10.4-8 56D = lim lim 7 BAER BERE AREIS 


Ki Ti E Ba FE H m] jR] faz. SV a5 15 R 77 fec Ee EL P 50 7; 3X 55 HERE 
EEA. HE x Ln etx HE DER PO xo FER d JÉ ss H 
Tr. anllO0.4—4Bgpox, BHE np uih—UdxBcETS 


saf xb) dX C10, 4—5) 
[3] E 34.315927 ft RT DA pi — X 0B o £8 
x= p x'b Go Ax (10. 4-6) 


它 相当 于 概率 密度 曲线 下 面积 对 * = 0 KREE. 
相对 于 均值 的 均 方 值 定义 为 方差 9?， 即 


o? 一 F (x — x 50odx 


1358 


-| plads- 2E vp dx s Oy p Go dx 


- x -2(xX)* LEGE)! 
x —(x)? (10, 4—7) 


图 10,4-4 ODfBj—1XB 48 — (X35 


标准 差 9 是 方差 的 正平 方 根 。 当 均值 为 零 时 ， 0 = VV . 即 标准 
3535 T 15 75; fEL B SE 7; AR ams), 

离 斯 和 瑞 科 分布 {Gawssian and Rayleigh un 
EDD GEZSO 分 布 和 瑞 利 分 布 是 在 日 然 界 中 频繁 出现 的 一 
分 布 ， 这 两 种 分 布 均 可 以 用 数学 表示 。 高 斯 分 布 是 对 称 于 5d 

《假定 均值 为 零 ) 的 钟 状 曙 线 ， 其 方程 式 如 下 


+ 


posg t (10. 4-8) 


标准 差 o 是 入 对 于 均值 的 概率 散 度 的 一 种 度量 。c HDb, p) 
Hi zXGL DB GEHE: sb 曲线 下 的 管 面积 =1.0) ,如 图 10.4~ 
Sa) Ra 

图 10,4-5€ b O ED z/o Ripa a dB. ak T 
土 A0 KA £3 xGO BU TESTE HET FADE COR BR db ABA RE [E OX 
iE380 


ji z 2 
Prob( - 40 Sa (D «A03 = 5 £5 7577 dx (10, 4-9) 


-iF 
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al -3 -2 -1 O0 1 2 å 
(bi 


于 10.4-5 3E XE dE 
下 表示 出 了 当 4= 1，2 和 和 3 时 相应 的 概率 数值 。 


A prob[ —Aczx(t)x280) probi |x| 724) 
1 58 355 81 795 
2 05.45 4,695 
3 98.745 0.335 


[IP tio Ab s) gE, BH ix HT «o RRT 1.0 $83 Lg 
mAH, BE TRE 


2 eo 2424 
Prob C |x] >40) = 5 —]- ge * "9 dx = er fe( 2) 10.410) 


限于 正 值 的 随机 变量 {如 振幅 的 绝对 值 4， 经 常 趋向 于 由 下 
式 定义 的 瑞 利 分 布 


pA) = Lectt A> O (10.4-112 


M4 A «Ol SEXE SEHE P (A009 SE XX ord BERT E10.4-6, 
393 50 27 7p E59 25) (SRL 2 fef RT. EM, — P XECRI — FX 3B SR 48 BN 


一 一 ui =e à 2 3 -T 
A -f AC dA = | e ^ "" gqA- "ER 


(10. 4—12) 


340 


图 10.4-6 Hifl p 


p.p] A* 56A) A — [eat *d.4 — 2g? 


Hi rdg sm 2:3 
2 AE (A?i 4 一 部 ， TOA — 
gj= A (A) ( ; Jo 30 (10,4—13»? 
同样 ， 当 4 大 于 规定 值 45 时 ，44 的 概率 是 
Prob: A 467) in —e A no AA (10,4—14) 
这 个 报 率 具有 下 面 的 数值 
À Pid lg] 
0 160 
1 60.726 
2 13.5% 
3 1.2% 


TE 3E bg c £R aeaa A EAR AEAT T 图 10.4- 
7 ,该 三 种 曲线 的 均值 位 置 均 任意 定 为 零 。 对 于 正 怠 波 其 早 积 概率 
分 布 容 易 地 家 示 如 下 


Pea) = -+ 二 sini 
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正装 波 宽频 带 记 矛 "CIE US 


图 10.4-7  IcWRUEJEidiEBUEE APEX 


对 Pt x GR & BIB] $8 H3 Tz B5 8695 98 HE 2j 
za 06*I«a4 
=0 Ix] >A 

HAFAB GFE EIER, Eire., AAEM] A e A E 
dU. Bb — ARR E A RAES RER. RRI 
JofpJGÉRHREAFH. NLAQLASRELBUHEZIUETÉ&. AS ii R P 
到 ， 对 于 这 些 波形 记录 最 可 能 的 概率 分 布 是 高 斯 分 布 。 

当 一 种 宽频 带 记 录 经 过 一 窗 频 带 滤 波 器 或 经 过 一 种 它 的 滤波 
器 的 频带 宽 庆 比 它 的 中 心 频密 小 的 谐振 系统 时 ， 我 们 得 到 第 三 种 
波 ， 这 种 类 型 的 滤 基 本 上 是 一 种 振幅 和 相位 变化 组 慢 的 等 频 振 
蔓 。 这 种 波 的 名 时 值 的 概率 分 布 与 宽频 带 随 机 郴 数 的 概率 分 布 相 
RI. né, H4 TE R58 BS ERES EM AE — Pw GI 
are 

另 一 个 很 重要 的 量 是 峰值 的 分 布 。 药 斯 (Rice? 业 指出 ， 峰 值 
Ha WB Bi NAM, IABNUGEIOÉHBI ZEB IS XE ERIS 点 数 


Pix»z 


—— HEN  tÁÁ 


OQ cms. 
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Hm MRES TRAGA., ATER AEA, Ni 
4 2M, AJ kt N,2W-1, AT AAM ALR, EH mJ 
EHAA iT JE RA ERR H, AE Na/ 2M F3 Xr 
To H NQ,2M = 0k, AREE a EREM e T 
MN. 2M = 1i], MAE Em EIEE EEA IE 密度 分 
布 趋同 于 瑞 利 分 布 。 
S 10.4) — ——— 
^r B& Li AIHA as và HI 45 9L 3k. 
DEHE 34H = 05 
可 速度 密度 为 0.0258 7 dis 
频率 范围 为 20 至 2000 赫 ， 
求 均 方 根 析 速度。 
AT. HARDER A RDRAOmaEHEGSEHE gom Wigs. HANE 
REFR., 
133; SUED EE HE — / 0.025 x (2000-20) =7v49,.5=7.038 
全 10.4—2 
一 个 随机 信号 在 20 至 1200 夫 之 闻 具 有 常量 谱 密 度 
SCf)-0.0043& "$ 
MELEAR nAAL METERT. XX Bü 3218 
Ak 2.0 Bf. REMi MRI A T IL. 
AT. AniEIihdéDTJEATE. GEH] 59H 3X (10.4-7) 


—X 


x* — (xg 


PREM F XGK HI 
oz = 人 SCPDaF=| 0.0044f = 4.72 
mAH HÉA 
X= 2+ 4,722 8.72 
因而 其 均 方 根 值 为 


rmsc—/ NE = 8.72=2.95 英 十 


LT re 


gre 
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图 10.4-8 所 示 为 这 个 问题 的 图 解 。 


NEL 
0 Z0 EOQ 


图 10.4-8 GH OEH a EnA E 
例 10.4-3 
任何 结构 对 某 一 点 随机 激励 的 响应 ， 只 要 激励 的 谱 密 度 以 及 
£i 353 P5) AR m pz d ED CLXg. anu] LA Sem T rH. 


，, 例如 ， 研 究 图 10.4-9 (e 所 不 的 结构 ， 它 的 基础 承受 一 具有 图 
| 10, 4-9€ 6 所 示 功 率 谱 密度 图 数 的 随机 如 速度 和 输入。 要求 计算 P 


AEI mo] PY. 3E Sif RE B ETE — 59 x BILE HE ES SEO, 


Fl] 10,4-9 
P RERIK CIO 可 以 通过 试验 来 求 得 ， 即 对 基础 
施加 一 个 具有 等 加 速度 a 输入 的 、 可 改变 频率 的 正弦 曲线 激 振 
B, WHEE ADIER, KRISE A A AY AIE E BE DA aos 
Ep TT E An 10.4—-9(0: Bm p RnR C O HE, 
p AR Ju maim H8 dà p 


aj = 2, SOl | af: 
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下 面 的 数 信 表 说 明了 这 个 计算 过 程 。 


m E 的 A CE 


f 4 J 5( f.) |FZ( f 19H SEF AF Sif B AF 
$F A PET Z5 E ex ze g* Rb i 
Ü i0 ü 1.0 10 0 
10 10 二 1.0 10 T 
20 10 0.2 1.1 12.1 2.4 
a0 10 0.6 1.4 19 6 11 8 
40 10 t.2 2.0 AD Ag. ù 
5U 1ü 1.8 1.3 15.95 30.5 
Gü 10 1.8 1.3 16.9 30,5 
7Ü 10 i.t 2.0 40 44.0 
Bü 1 0 .9 8.7 137 123 
60 10 1.1 5.d 253 220 
100 19 1.2 2.2 4B .44 57.7 
110 10 1.1 1,3 16.5 18.5 
1260 10 0,8 0.8 6.4 5,1 
136 10 0.6 0.6 3.6 2.4 
140 10 0.3 0.6 2.5 0.8 
150 10 0.2 0,6 2.8 0.7 
150 10 0.2 0.7 4.9 0.1 
170 10 0.1 1.3 16.9 1.7 
186 16 0.1 1.1 12.1 1.2 TU 
155 10 0.5 9.7 4,9 2.3 
200 10 0 0.5 2.5 G 
210 19 0 0.4 1.6 0 
a?-T00.6,* 
F= T00. Gr =G 6g 
超过 规定 加 速度 的 概率 是 


pE la| 226.522 31,74 
pUaispg 726.887] = 60,794 
ptlaiT79.8832- 0,396 
pÜÉam 79,8812 1,296 
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10.5 相关 


相关 是 两 个 了 县 之 问 相 亿 性 的 一 种 度量 。 虑 设 我 们 有 两 个 记录 
tt) rt oR TRL, S-11, 


x.) 


xlt) 


H 10.5-1 wth Exa O Z E 


它们 之 回 的 相关 是 这 样 计算 的 ， 先 对 每 一 和 时间 时 两 个 记录 的 纵 
^5 BgdH3E. PEERSEGERISJ ORIS DAL ix Esp pL CE UOR $8 £F rg (d 

Gu (Dx Q0)» , SER, MAARRE E 相 同时， 所 求 
IRBUAHOCDBREXRERA. HATARI, JEgece $i RiE [fm — 
JH SIERH Un EAA. Proa GE BIB aT E pE 

FH ARE xi. 00576438 HE mn Ze gerrbple BTE SL, 

如 图 10.5-2 所 示 。 那 来 在 时 间 于 时 , 当 wi 是 eO. vaxl + 
T», 该 时 相关 将 由 Hrt i$. xt Hom T-0, ded 
得 完全 相关 ， 当 增加 则 相关 将 减 小 。 


xi f) 
b | 
x(? - T) | 
ł 


图 40,5-2 xi mBÀmh*Gnc 


3416 


显然 ， 上 面 的 结果 可 以 从 一 个 记录 上 取 时 间 :BIBSALAA S 
时 间 £o BIBUSAAS BnIHGEGPSEJDOEIUMeNGTU 8. de 们 把 这 个 
ESARJUAM BORIXJBRULR CO 雪 示 它 。 自 相关 OR CO PRE WR 
xG) x(ici) 的 期 望 值 ， EJ 

RiT) =E Cri xit T] = xiir tT)? 


= limi f ALT) dt (10,5-12 


H r= ih, EIE LAE 523197; fà 
R(0)- x= g? (i0, 5-2) 
AAR 10,5-2 中 的 第 二 条 记录 可 看 作 是 相对 于 第 一 条 da RMR 
后 ， 或 说 第 一 条 记录 是 相对 于 第 二 条 记 杂 耐 超前。 显然, 以 (r) = 
Ro- 1) 是 对 称 于 原点 T= 0 的 朋 总 比 R(0) 要 小 。 
对 十 在 图 10.5~3 中 所 示 的 那 种 高 随机 还 数 ， 在 一 极 短 时 邮 移 
动 洒 很 快 就 和 失去 了 它 的 相 伺 性 。 记 以 它 的 委 相 闫 福 T=0 姓 是 类 
贬值 ， 然 后 随 士 z 的 增 大 而 迅速 下 降 如 图 所 示 。 
Rir) 
YE EE xün 


FÉ] 10,5-3  fEEB ELI SE REL Bx 


对 于 周期 波 这 种 特种 情况 ， 自 相关 一 定 是 周期 性 的 ， 且 具有 
相间 的 周期 ， 因 交流 移 过 一 个 周期 ， 使 波形 又 相 一 致 。 图 10,5-4 
Br2R 39 — IE SR QE Fe H: FL AH XS 

ig A mS 和 月 相关 


正弦 起 xU =Asin (ug? * 0) Riri = S cos wor 


^y 


图 10,5-4 IEEE JR RE: H THX 
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Tg E Ep D HIRE T= o kb —hEfügdi t5. TE XEM 
的 任 一 边 该 曲线 均 很 快 趋 近 于 零 。 这 说 明了 宽频 带 随 机 记录 除了 
接近 =0 奸 ， 品 相关 基 小 的 或 没有 。 

对 于 图 10.5-5 记 示 守 频带 记录 ， 其 自 相 关 其 有 在 正弦 波 中 已 
RARA TITE RAA HAMER, ETET S= OS 
RUBGSCA E CHRE o. EAR, ib ER ET, 
ATEA RERKI T ARTE, BA, E— AREN 
ius E ER AAA FERE RJ PX IHR. tR A, 


— kii 


IRITI= ce 


COS itia f 


eI 10,5-5 三 型 记录 的 自 相 关 


目 相 关 国 数 的 进一步 特性 将 站 以 后 全 节 中 加 以 讨论 。 现 在 我 
们 在 图 10,8-6 中 示 出 一 个 方 框图 ， 它 涯 示 求 自 相 关 的 基本 运算 。 
信息 *t 被 时 廷 并 与 之 相 履 ， 然 后 它 被 积分 和 被 平均 。 肘 延 
rT 是 在 各 次 运算 时 饿 国定 并 依 罕 慢 速 扫描 技术 可 使 工作 间 电 改变 
或 连续 改变 。 | 


xi) 


x(7) xL? + Rir) 


图 10.5-6 AHA AITA EE 


HiBX ARAMEES Oye), AAA N A 
A H1 PAGE Xa 
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Reytt) = CR yO HTI = CXCGD y CE TY 


- lim zz xG) y G 4 c) dé (10.5-3) 


LGRARDAEOR s RURLO RAHE, 
在 动力 问题 中 这 样 的 量 经 党 出现。 例如 ， 令 D XE vw A 
在 梁 上 某 规 定点 作用 一 个 载荷 F OOA G ERE., D CIO AH 
EE PERREN S — 391 PIOOBPIES2SRUDRHE. 3nbH10.5—7 PY 
zs JA BUBICT SE [I IT TER C] BR BE D z 00) — x OG) - y GO, mr P» 
4 3E TUE XB 2 CP BIB 
R Ct) = zz + T)» 
= {Cxi + y GO JUx(É HT) + v H- T)» 
= (XO x FT)» + XC v CÉ - 1)» + 
BOY GO x (E T)» Sv v GT)» 
= RT) + ROGO RO) + RC) (10,5—4) 
因此 ， 由 独立 载荷 PI. FIO DRAR E aE 的 月 
4B X AS BE A E FIL ASE m S ES TE JH F TUREIB ES A AHER, (7) 
和 RADARA. MAk Ro) M Re CO PRIOR nani, d B. 
通常 它们 是 不 相同 的 。 


, Fit) 
| xir) 
/ FA?) 

==] yir} 


图 10,5-7 


10,6 4H or npE3Ej 


在 第 10.3 节 中 我 们 考察 了 周期 时 间 函 数 的 频率 容 其 ， 它 导致 
ARESE. EIN GESEE UBL ELTE DA TEBUR Dc I8] HB 88 39 7; 5r ERE 


$49 


除 以 频率 区 间 值 来 引入 的 ， 当 周期 很 长 时 这 个 其 狼 近 于 连续 变 
B. cH HE UE OBE 沙 数 已 斩 时 ， 确 定 均 上 方 值 的 任务 简化 为 按 方 程式 
(10.0 HE A ARRA. 

通常 ， 随 机 振动 是 非 周期 的 ， 而 且 频 率 分 析 要 求 采 用 傅立叶 
积分 。 丰 过 傅立叶 积分 豆包 看 成 是 当 网 其 延 全 至 无 穷 大 时 博 立 叶 
级 数 的 一 种 级 版 状 王 。 从 全 立 呈 积分 中 产生 的 博 立 时 变换 使 随机 
振动 六 题 能 够 获得 更 广 证 的 处 理 。 

我 们 以 一 个 周期 溉 数 *%*Cf) 开始， 它 是 一 个 由 下 列 方 程 表 示 
dy 3c oU ER 


x (i12) -5E (Cugi "0? 4 Catei) (10.6—1) 
Ap RAC. H T |I ZPRER EA HH 
T3 
C, x(É)eg^ i" "a gE (10,5—2) 
-2/2 
二 是 周期 。 方 程 (10.6~2) j4RH4C,*—- C, 因此 方程 (10.6-D 
可 以 改写 为 
x(2)-— B, Cae!7? of 


Tm = — 


- E vi. x(E)e7i**eigino:gE (10,6—-3) 


MERE 一 x2 


iX HL ge = ye 是 据 定 在 裔 散 的 区 间 中 ， 琴 此 频 宣 增 量 为 


2T 
AO — (H+ 1) mo o T HA, = Oo = cuum 


以 此 去 中 我 们 用 G25 代替 1 /了 荆 并 广 意 到 一 50，Aw 一 dw 下 
na >O, 国 而 在 极限 悄 沈 下 方程 (10.6—30 FA 
ect) = AL. x(E)eg i EdE le iet ag (10,6-4) 


XX E Ear HA o 
A 7y TE FP HRR G ARER EVE, Ria AEEA 
FALA 


350 


X Ge) - V xeei*tae (10.6—5) 


€ ( H) = -gr h „(X Goeie do (10,6-6) 


EX Go) E x (二 ) 的 傅立叶 变换 ， 上 面 钠 个 方程 是 属于 傅立叶 变 
Kod. FE (0.6-5) 将 函数 x CIO ARREK X Go», 
而 方程 (10.6-6) 则 是 将 这 些 谐 波 分 景 合成 为 原始 画 数 x E). 

在 实际 测量 中 。 用 频率 上 比 用 加 频率 w 更 方 使 。 数 学 上 的 这 
样 处 理 还 具有 简化 傅立叶 对 成 下 而 对 称 形 式 的 优点 。 


xoo-[. Xx(De ** TT EdE (10,6-7) 


x (Cf) =| Xei tdf (10.6-8) 


4 fei RHA BT RB 324 DE AS HI f SEPT HE n] oc RpOSTEERJE ZR 

Hwi E (Paorseoal's | Theorem) —JB3EdeiEDNBAÉ— RS 
时 间 积 分 变换 为 矣 率 积 分 的 育 用 工具 。 若 XGiOGOAXCPÓME 
SEE INE [REBEL 1€ 6 和 st) 的 人 恨 立 叶 变 措 ， 帆 塞 伐 定理 陈述 
XP. 


[Cos oo ats Foxx par 
~ (10, 6-9) 
= | X PXA 


XPP A RT U A [E xr rp E33 2E EHE 9] ALT 
nx D x | Xe aS 


[^ (E) x; at= |" Xl É Ji XQCf)e* **? tdf di 
-| xin n o e a es 


= | XX fy a 
前 面 有 关 均 方 俯 、 自 相关 以 及 世相 关 的 所 有 公式 现在 都 可 以 应 用 
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AEREI IR Yr] E E Ro 
| 10.6-1 

H8 fil 3p HD AE 456 28 353 75 Ao 

4 xi (0) 2 x;0) — xtt)， 并 在 了 区 间 内 平均 ， 了 认为 趋同 于 
cso， 我 们 得 

Pgim-[ a | im AOADA 


T 一 -> 


将 此 式 与 方程 式 (10.3—6'5 HHE., 我 们 得 到 求 谱 密度 函数 的 关 
RA 


SCf)2 lim X NXS) (10.6-10) 
Toce 


(4 10.6-2 
IUD RARE E VES EE 
TRAITER +T) B3 far AA 


{t+ I) 一 全 XCGf 2e? 2m fiti tdf 
BEARRA GE A HRR EAR, RiT 


AR(r)-2 lim 3. xD xCÉ T T2 dé 
Te =e 


xz lim c. i xCl 2H XQ )eitsftgioigfgt 


T = o 


-[ lim = | xG)et ii idi [ROD t af 


— Tc 
-[ (im ex*ooxap þettta 
——e x ym D 
将 方程 (10.6--10) RA, CREA 
RQ) -[ scpeitttiaf (10.6-11) 


EXSGDEDR S WBIPEUUI ELA [8 Yr HE o 48 
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sco =È Resia (10,6-12) 
Bj ROO 是 对 于 z= 0 对 称 的 ， 所 以 工 式 也 可 以 写成 
S(j) = 2| R eO cosa fed (10,6—13) 


XR IEHESN- LAC (Wiener-Kinchin ) ER, Ahde Ba iE A BE eR 
数 可 以 从 自 相 关 画 数 求 得 。 

E ES - 0) 2X; $238 (U . BG THE E XE SEPT EE X C yE) 
«e [nj B3 SERES 


T, 
Rey iT) = €x (D yv +i)>= lim 1l. | x COO yT dE 
Tae 4 j-rya 


-| lim TXODOY et t df (10.514) 


— hi T 一 


Fey G) zi S, CP! 7 


式 中 的 互 谱 密度 定 习 为 
Syy f) = lim Rf YF) — cox f «ioo 
01 " E 
= lim q-XCODY*CD (10,6-15) 


= Say Cf) = Dry 一 i? 
AIEE, Ei E x 


sso = Rale? =f tdr — (10,8—16) 


恋 方 程式 是 与 方程 式 (10.6-12》 相 类 做 的 .与 自 相 关 不 同 ， 互 相 
关 RH dd VEHI BEDA EOS. AER- o + oM T 
保留 。 | 
例 10.6—3 

WEB 3 En pr ure FI (o? Ek a E C1» 的 傅立叶 
变换 。 
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Ht. 从 卷 积 积分 方程 (4.3-1), dE HG m PZ PRICE i] P777 TE 7 
x Ct) «b OEG- Dt 


HEARE E E TA e D 25i B3 dc D EE. C. RE fH E] — o0, v-— 06-2), 
E tmn fy 3H 4r de OA 
I) 二 NI T)E(UCOO HT 
HRR S e Esett, | yr REN 


sii) sf eitu- ogade 


Lg]! | gne dr 
将 这 个 结果 与 方程 (10.2-3) 相 比 较 ， 看 出 频率 响应 函数 是 
il e» m |'aeectttan (10,6—17) 


六 自 相 关 的 位 普 直 斯 变换 求 谱 密度 ”到 日 前 为 止 ， 我 们 已 经 
点 用 了 和博 立时 变换 是 机 定 对 所 研究 问题 的 记录 的 睛 立时 变 欣 存 
在 。 允 于 傅立叶 变 换 


fOD 9l Pope ”da 


ro»-[ o fecus 


Ti ECIBE CHE dHLM, — eo | + co 进行 。 
RARE FETA ER £x EE aj AH ERE” 且 平 行 于 实数 
SB PD£& D. gugllo.e—-18 Erzm. MERG E 9- — oorr 到 
= too er, JERRI BA AE SEIS) EST XX REIS BS c. IET XX FD 
bi c ij TE RJ Zr FE RT AEE ARAJ o 
1 


Toncmd } 
foD x we dw 


如 果 现 在 我 们 引入 s = 训 ， 有 显然 在 图 10.6-1(a ) 上 的 点 转 过 
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i$] 10,6-1 


90^ 如 图 10,6-1( 52 所 示 ， 该 时 的 积分 路 线 变 成 一 条 位 于 坐标 奈 
AA HAERA r HEHH. WE PES a pE 


1 T xq - 
foD = a] | F(se''ds 


FCs) =f HOTA. 


XX PESE HE H p 1 Ar pr du IAE Box]. 


" B» OG 时 本 y Bo ) E 十 


TATED E E BEHQERBUJ;T*S (10.6-12) 
SCF) =| Recta 
V izrf =tio =s, WERDE HERZ f ENAA Y iE ME 
SC) | RO dr (10,6—18) 
AAR O ERREA MURA BOR my 0 mper Gn o 
SCS) 2| RO di (10,6—19) 


EHE UHR HE BREY DUA EUER RE PERF IER RERI, XT ME 


AR ER IS PLDIHOS RA. EX daB Y TEÓR E SELLER S (20 f) 
ES] — fe RI REHA ie 
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. 10.7 — XESE EE RAT BEL CUI BS URS P 
xX Hi de 4r] 2E BE SL ESAE ESEGE TERN BNIXADCBBBEU fU .t£) 
HK b ig 35; rpg ov^ Cx, OR, dE RE ERdGEROER 7g S SIE ER 19 3 
个 问题 
YELE) = Dir)giCt) (10. 7-1) 
式 中 $y(%) 是 结构 的 主 据 型 ， 我们 可 以 应 用 前 面 第 10,2 节 中 讨论 


过 的 有关 单 生 由 度 系统 嘛 庇 的 知识 。 对 此 我 们 必须 息 设 由 下 式 规 
xE BS IE B PH JE 


l'ecos;cod,GOde- 0 XPIS E 
这 导致 下 列 形式 的 光 侦 合 主根 型 方程 
4,*20,9,4,*0/q,- g E (10.7-2) 
式 中 
Mi= [$i Godm- 广义 质量 
Fi = | fee coax =J xH 
&MpECOx. ;的 均 方 响应 中 ， 下 列 求 和 是 必须 如 以 考 


. HM. 


FGTS lim Lf ys 
Y LX., EJ) = lim T y ix, fidt 
T 一 wo 


——fz 


= 2, PN Di (KY lim a2 g; (Eg, OD dt 
nnm T-- —T/a 
找 们 这 时 注意 到 我 们 关注 的 是 97 和 cot SpHGdHX, dE HGuxX 
p Hn 3ETExEXnRIELH fS 3£nT HE BR BY MLB FERE 
iim TE v gg, (E) dt = lim 49,009, (Paf 


F a 
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APERAS ARRAREN E. A y ER (10.6- 
1D 我 们 进一步 注意 到 See, (O = lim PIDE 


举 标 的 互 谱 密度 ， 它 和 激励 力 的 互 谱 窗 度 Sr DO 相关 (见方 竹 
10.3-10? 

Sau, C) = HJ H.* (POS p, CÓ 
一 起 代入 这 些 量 ， 均 方 响应 的 方程 变 为 


yGD-1XX600| Sejr DADDA 
y 上 m 


(10,7—3) 
dE Im] [6] oe P PP VE d EE AER NE EEBU. EARS or 7; TER 
形式 为 
LCS, x. x) FELE) (10,7—42) 
这 里 五 (假设 为 一 随机 时 间 尊 数 而 工 C6x%，2 xO 为 一 微分 方 
程 ， 它 可 能 是 非 线性 的 。 这 样 方程 的 解 最 好 在 数字 计算 机 或 模 担 
PAULI, Hár Epal r d 
ARLE RR 38 — 25 DUE e A +H RUE 
iit) = CH Tr) 
然后 从 维 纳 - 凯 兴 头 系 OX 
(10,6-13) 中 求 得 啊 应 
ES Cf». 
4$] 10,7—1 
海浪 高 度 的 分 布 通常 
Jk— Phu. GBA 
Ups S IEEE EE ES: 
E] 10,7—1 Ei A ACTES (BretschneiderO;5 ii. 
XE— 28 XE BI E , E] 10. 7— 


© C.L Bretschneider, "Wave Variability and Wave Specira for Wind- 


Gencrated Gravity Waves." T.MM,No.118 Beach Erosion Board, U.S. Army 
Corps of Enginecrs. 
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在 确定 一 海洋 结构 对 这 种 激励 的 时 应 中 ， 一 个 方法 古 假 设 下 
PERMEIA 


FE) =C 2,a,cos(o dd v gi) (10,7—5) 


REGRA, YERE o. dí c; 是 按 下 列 关 系 式 选取 的 


1 . 
Sy (60, AO; (10,7—86) 


相位 5$; 可 以 假定 在 0 到 3 之 则 具有 同一 概率 ， 因 此 可 以 通过 旋转 
—4- $9 XR£ESTA (spinning a roulette wheel) [Be 3E FH AER BB LAS E 
蒙特 卡 轴 方法 〈Meonte Carlo method)y] 来 选择 。 当 对 与 波谱 相 虚 
的 所 有 显 率 求 和 时 ， 激 励 五 (上 是 一 随机 时 间 函 数 。 

把 互 5 了 ) 孝 于 所 考虑 系统 的 微分 方程 ， 其 啊 度 % (tt 可 用 计 
A BDGORTRS Moms) mBHETDTERHLBEDHOER OO, Un by gunt 
由 方程 〈10.6-13》 m (10.6~19》 求 得 


SQ 2| RD cos22 f «dz 
一 2 | Rae tds (S = :2zx f) 


$ x x ER 
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FA T Bf EL S RTL E aE R BE PL BULECSS SI. 

EHI FiA E, TRA c8 B.E A e a R a GU. 

EER AI Eyii Bi e e A a. Up 8 Raim $£E1001R. igoak 
AK 8 61 E DEIBE HUE EE FE 08 mn E B RES Fd v 

— R EE AE SO IK. AiE EIEL SEmi a SIrnpRIH GS 
SEE r3 E AUR R OX RUNE LBS A i A HA RER E RSR [Ap E UR 并 
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0,5, ! 
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Ei P.10-5 


"rib Ed EARE” HAA 
zc od, d.sinod 

dE Mg 58 (EP Cx) 和 c?», 

SRURE DL RETE. 9 UE B EAR S A Ee 


ELIICLUIETEDI ILE MEE 


Hr —3i4 ad BER a PAE ARRA AIR nibo. AO 来 
HEPIE $E BUR. 
ur. HB T 3X 


" a m 
na X ó« 
CI — TI + raan" 4 s o 


10-10 RA IERRA aA Ea in F 
mw + e+ x-F, 
n4 € HE n E A 
10-11 RA E] Eg Ho, PE E E — 0.1089 AER EAE a, TA AAA ROS 
E CH = Feos 0,50, — 6,) + Fcosta,£ — 0,9 + ETOS Ont — B3) 
BE HH 33 251 77 a by 78 
e . 1 5 z B F -| 
y* c (T.T4 o 25,0 0, 1102 2) = 13,43 (x) | 
10-12 HA ME p t 
f = Re 3 Cpg fnm 
# = d 


的 系数 已 ， 的 方程 
10-13 üEHjxXf2IEEI2, Ca, C,.*H fao» up tg 


f 一 Y Cp girant 


10-14 3EESP.ti0-14Pp op PLEBE mz E H E A a, 
10-15 iR É]P.190-15Bpzk e ag fS ac n SX XB ELE ERIE AE, 


E] P.10-lI4 E P.10-15 


10-18 3&ÉTP.10-16 Pro RO E ir (3r SER ZELLE GNGE SROGND CES Pg dH 
WE, 

10-17 kepa LEE EUR AT E B E A ETE r Ra BRZEJÉ 状 上 
Eg. d — SET IU. 

10-18 证明 对 于 高 斯 概 训 分布 DOO, HPEH XU 


= 9 ELE EE 
E œm =) Fp dx= ; 
1 一 Deo" HE no nd 
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10-19 TARERE E ER BLESS T UTE E BE PE CO3 ER 23 a EAR, 
10-20 Ej P .10-20PfT2KXEJE IE EET RR R HE ih ZRCRILIEE OE 8T DRE (Hp EX EORR As 


P .10—16 E] P.16-20 


10-21 $M HLA SLE E2088 312000 85E[HILEL T3 72 i E EE HESS CF) —0,0023& 
EEE: TE E HE E Eh EE R E, mA A3, 0H], 3R Ex E 
zz E pm qgugpeemaixism. | 

10-22 fEf410,4—3' P BR] DESEE BE SE pESS.26fi] EE Eb: A Lie A 
[UBL E EA T 

10-23 3K 4s SE IBEX CD) = eost A 38355 3389 70 5s TX IE £5 He 

10-24 求 题 10-16 册 矩形 波 的 自 相 关 。 

10-25 RE E F B UIS A HAAR E R F T£Bn DN. 

10-26 MER P.10-26Tp2R 8 F p (binary sequence) 的 自得 闫 。 

Em: HEEE ERSTER LAHE T, 


1 
O12 54556 7 B 9 IO I I2 t 
FE] P.10-26 


19-27 3R E P .10-27 所 示 三 角形 波 的 自 相 类， 


Hi P,.10-27 
10-28 从 下列 关系 式 开 始 
wh -| fea de 
JEM R fpirnnp3EPE EOR. ERY 
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X (10) = F Go) H (io) 
E AR 
g7 = NA | E io) | do 

A, rp 

5, (9) = lim ip Ge) F* (o) 

10-28 M. FPJ AGO An 

Hiio = | H to) | gttn 

HE BH 


FELTETTE 
T0-80 M TAIR T A RLI i 


Seyi) = Hm .— PT GU X (10) = lim n i PEH) =5H 


FU 
Sarko) = lim DT XT = dum. I TREH E = $p" 
HE HT 
Oram) 2 29020 
Sus COD 
和 


10-31 Æ: a p ET BS qe. Eo ARA 
ou PA ow G 


一 一 


ge pr 
证 明 在 杆 端 %*= 0AE A — a A, A E 处 为 日 出 
Hi. mly pp NES E ON 


—cF(s)p *5'fe3 
sjAÉErj—ag-25955 069 


10-32 WA o-a 5892339) — 89 8 0 ELPF GO = Feth, WEHR 


cF pett cosl Qai ^c) (iit — 122 
odi sin Cor ir) 


Bx, 5} 一 {ee eio p acitienx ri } 


wu CY,2) = 


t62 


-—À m í— Xa: — 


m Lo -8int(o/e) twit — 1» J Fi; atar 
i sin (ad :cy A 
式 中 上 5 是 应 力 。 
10-33 II Sio deo x — 0 &biBETR CI D EREBE. upBETEHE10-81r7[ Wty 7p Ey. 
p 
-s 2T o ë C p z x 
ditm ^ - Slp) sin Ha—,— 


PA APH JEE BE E xxu EB E e 
HN) = ws cosmrx(x/L- 1), a, SAAE D, c= AERA a 


5-6 — X — db £X TE R 5 


11.1 导 引 


线性 系统 和 分析 用 于 解释 许多 振动 系统 的 项 得。 可 是 ， 有 些 振 
el El Sn 85 HI £k TE RH i6 2E PLTI ARRE. 

dE dE fip HALARE RAP, d 风 和 结果 是 成 线性 关系 
的 ， BEBE GR pERIXGuPAUfS. IER ABA EAE £E PE XA 5X 
"tB. EAA SR C ERARA pE RAE RAD. P dae 
ADK ĀJS, bi hr a AES ETERA REE, dHEGGgAÓ T 
AM UT E E ARAE OI A DETS PPAS E RIBER TE ET HH, sibi 
HER PADI RU de g ELALILOHGdESATESE M JI BL 3 ai A He SEM 
i 21. 

描述 非 线性 振 葛 系统 的 微分 方程 ， 其 一 盘 形 式 为 

Et fG.x, = (11.1~1) 

这 种 方程 导线 性 方程 的 区 判 在 于 求 它 们 的 解 时 造 加 原 豆 无 效 。 

处 理 非 线性 徽 分 方程 的 解析 过 程 是 困难 的 ， 它 要 求 广 涝 的 数 
学 研究 。 天 家 频道 非 线 性 系 统 的 精确 解 是 相对 祖 少 的 ， 非 线性 了 系 
ik 2r Xt Bu AC Spr dz DE ELT TELREE RU FUP DIL JE de dT PESL EPUHHEBIMT 
95. SAT. BERTA SIE BI Zr 3 ULE UPSOTETECOOÉ D PI T8 xS EPIS S, 
BE XR IH E OCT dE tE 35 SEAT. 


11.2 BFE 
在 自治 系统 中 ， 时 间 没有 明显 地 出 现在 运动 微分 方程 中 ， 
而 只 是 以 时 间 的 微分 dt 出 现在 该 微分 方程 中 。 
我 们 将 先 研究 具有 下 列 微分 方程 的 自治 系统 
x+ f(x,2)-0 (11.3-1) 
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Up f Goo n EAE xm a ERRA EREE, R 
们 将 以 二 个 一 了 办 程 米 天 示 上 述 方程 ， l 
x= y 
y= 一 F Cx, y) 
如 果 *# 和 ?y 是 笛 卡 尔 坐 宗 ， 那 未 + YERA. RER 
态 由 坐标 x 和 2? = 定义 ， 它 岩 示 了 在 相 平面 上 的 一 个 点 。 当 系 
统 状态 改变 时 ， 祖 平面 上 的 点 就 运动 ， 从 而 形成 一 条 则 钱 ， 该 站 
线 称 为 轨 线 。 
另 一 个 有 用 概念 是 状态 速度 下 ， 它 由 下 列 方程 定义 ， 
Vo ty (11,2—3) 
当 状 态 速 度 为 零 时 ， 达 到 平衡 状态 ， 该 时 回 度 二 和 加 速度 = ox 
Hy, 
以 方程 (11.2-2) 中 的 第 一 式 除 第 二 式 ， 我 们 得 出 下 列 关系 
dy ——— foy) 
y 


(11, 2—Z) 


dx = x, v) (11.2—4) 


XCEEXITGEJHOE BOERBRERER—MOGERGX.v. H60.) 是 确定 Hy. 
BJ d, £x fn) gp e al ER EL BR 
WMR y 0 (EURT w WHiXO 和 f.530 750, M $& 2E Bg 
RERA R. Bub, HAGE AAAA £452 E x 轴线 直角 
JHAE. 
如 时 yy = 0 和 zsy7 = 0， 则 人 前 | 举 是 不 确定 的 。 我 们 称 这 些 点 
为 柯 异 后 。 奇异 态 对 说 于 一 种 平衡 状态 ， 该 时 速 虚 Y=x 和 力 ¥= 
?= —fG,y) 均 为 每。 进一步 讨论 是 要 求 确定 由 奋 异 点 摘 述 的 平 
衡 是 稳定 的 还 古 不 稳定 的 。 
4| 11.2—-1 
确定 某 单 自 由 虚 振 葛 器 的 相 平 面 
Xx 0T x- Ù 
Kt. e Y=#， 则 上 述 方程 可 改写 为 二 个 一 阶 方程 
$— —u0O?x 
=y 


THER, 394119 59 


dy œg 
dx ^ # 

分 离 变 量 并 积分 后 得 
y= C 


Esos — inp, MR C 确定 。 上 述 方 程 也 就 是 能 其 
守恒 方程 


BE IE lo E. , 
9 "Xx v. ky =E 


HATRET x—y-04b. RURE EMA BH 11,2-1 所 
Reo 如果 以 y/o RAFY ER, WU E 11.2-1 B3— 2H ff [UE [EG 79 — 
£H [al 


图 11.2-I 


11.8. 保守 系统 


在 保 宁 系统 中 总 能 量 保 董 当量 。 每 单位 质量 的 动能 与 势能 机 
加 得 


1 . l 
o Ua =E a (11,3-1) 


对 YY= 六 求解 ， 相 平面 的 级 坐标 了 由 下 列 方程 纵 出 


$656 
y-e-ckNADUE U(r) (11, 3-2) 
从 这 个 方程 式 中 明显 看 出 ， 保 守 系统 的 轨 线 必 对 称 于 x fld 
保守 系统 的 运动 微分 方程 可 以 下 列 形式 表示 


xf) (11,3-3) 
A x-zx/Á/dx), 上 以 了 面 的 方程 可 以 写 为 
xd£&— fOoOdx-0 (11,3-4) 
我 们 经 积分 后 得 到 
AÒ fods E (11,3-5) 


并 将 上 式 与 方程 式 (11.3-1} 相 比 较 ， 我 们 找到 
U (x) = -| feda 


" (11.3—6) 
fo) mq 
Em. XPTÓBESDIESE. J To 5899 BETREUER. 
A ys, FE (11.34) 在 状态 空间 中 变 成 为 
L^ -0 (11.3-7) 


dx wv 

HA xcd ZDECPMEHIBEXREU, APBEBZOUMPfO)207y2220, 
BrpAIXSe gx Roy dri. MAAA (ft1.3-6) 38 m, $ BB pg 2x 
Ux) 在 平衡 点 的 斜率 一 定 是 等。 可 以 证 H UG 的 最 小 值 是 稳 
定 的 平衡 柱 置 ， 而 与 UC%) 的 最 大 值 相对 应 的 波 足 顶点 是 不 稳定 
的 平 衔 位 置 。 

平衡 的 稳定 性 ”考察 方程 《11.3-2)， 疼 值 是 由 初始 条 人 性 
xC0oD HI vCcoo- C00 雇 定 的 。 如 果 这 些 初 始 条 性 是 无 的 ， 那 
REAMER. HTE- A rA y eU, TAE 
ims). KERTU., S2AJPES 01.3- 中 可 以 看 出 ， 速 
HE v—x 是 虚数 。 

FEj11.3-1Bf7582y U(x》 与 轨 线 》 相 对 于 %* 的 一 般 赂 形 ， 图 中 
的 各 个 琴 值 基 从 方程 (11.3-2) 中 算得 。 


36? 
XpE-T, Uo ihf£ERfu T E-TIEERTIÉIB)BRAHgEx-O0 
£j 1.2, x-3,.83]5.9D47£ x — 7 S98. TZ. E E = T 相对 应 的 所 
般 是 一 些 封 闭 晶 线 ， 与 它们 有 有 尖 的 周期 可 以 从 方程 《11.3-2)》 38 
过 积分 来 求 得 
T= 2 
«v DLE — Ux) 
zu xg EILART A WERE AIH XA. 


A 
oO =J 


EEE TY 


/ 


XA 


易 


£7 
E= 


"i 


图 11,3-1 


ugue B. AE BIB za 得 WBoó.IXPE-S, 
轴线 在 平衡 点 %*=7 了 .5 BMIXEARIJ — X. MAFI Ra x5 附近 是 一 
ie ART x-4.2 25.77 EAI H H £z. 

*PpE-8, UCGO 曲线 在 *=6.5 村 的 那个 最 大 值 是 与 玉 =8 直 
RHI, TAA EPRA NUA E. A Es 8，*=6.5 的 
XX Aet” E AAA E ESER BEA ELEEEA 
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在 图 11.3-1 中 所 给 U C ) ATRE 
y —-—w IEL U] 


ty Ey ty iy 
XE A 在 Ti 
X Ux) (E—1) (I —8) 【五 一 日 (E -11) 
T 5.0 2.0 2.45 2.83 3.46 
1,0 6.3 1.18 1,24 2.32 
1.5 8.0 p 0 1.41 2.45 
2.0 9.8 Bd Es ido 
3,0 10,0 Icd HEXü Meu 1.41 
3.5 8,0 虚数 ^ 1.41 2.45 
4.0 6.5 1.0 1.73 2.24 
5.0 5.0 2.0 2 45 2.83 3 46 
5.5 5.7 1.61 2.24 2.657 
6.0 7.2 ge 1,25 1,99 
6.5 B.Ü geir p 1.41 2.45 
7.0 7.0 0 1.41 2,0 
7.5 6.0 1.41 2.0 2.45 3.16 
8.0 6.3 1.18 ]. 84 2.82 
9.0 7.4 虚数 1.09 1.789 
9.5 8 .0 Hsu Ü 1,41 
10.0 8.8 Erg Hed 0.63 
11.5 0 


separatrices), 

OXREID 8 ， 轨 线 可 能 是 封 阿 的 ， 也 可 能 是 不 封闭 的 。 当 五 = 
9 Hj4E x- 3,33] 10.2 Z^ JB] H1HEL— Ze d HIPLZE. TEXX. YE YX65.5 
AF, dU/dx— —f(x)-0mi3XE-S9HB) y-x.0, 所 以 平衡 不 
存在 。 


11.4 平衡 稳定 性 


以 下 列 一 船形 式 愉 乐 
dy — Pix,y) 
dx o PICS 


AFEN P HA a e H XD EL VL] 
Pw a Ve) = Ys) -ü C11, 4—2) 


(11, 4—1) 
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当然 ， 方 程式 〈11。4-1)》 是 与 下 列 两 方程 式 等 价 的 


d. 
—— 2QG.y) 
(11, 4-3) 
dv 

=) 
国 为 从 工 面 两 方程 式 中 消去 时 间 中 即 汶 方程 (11.4-1)。 在 奇异 
A Spb rpoepixgHR noa RW 353)3654343868t T 3ScESS $a x YE Ny 
REER, HERRE dy/dx BB m3ERIgSERS, 3 
DHI”, eEGESSEPSEDISLHUSP R AE, Wm 11,4-1 所 

Fe Ajo $1119 


X= oxdM 
Y= yty 
d d (11, 4—4) 
dx 5 du 
y "i 
Ls a 
OT 
Fi 11,.4—1 


BPO.) MOa, 祖 对 奇异 点 (xy ROTG EE. dx 
TIER Qiy 式 如 下 


ORY = CX Ys) + ( ou ) s+ ( a E ($$ ) wt eL. 


DW 


(11, 4—5) 
PEA GR Py) 28 fü B3 7; BE x. DES QGu yo AF, dH 
(GQ/Gu).Ej (0Q/Ov),3929 08 Eb, BIEILJPERSX (O11.4—0 在 奇异 
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域 中 变 戌 为 


du © cue 


di oo ando (11,.4—6) 


式 中 五 得 总 前 击 阶 学 数 已 栈 去 。 这 样 在 (X. 0 EA EB UE gt 
55. I4 wdWüvohmp VLETSUUTTEGA C(11.4—60 SEX TEZEZLIT ITI. 

回 到 方程 11,4- FA 5 T$ (1.4-0 dH (C11.4-52 中 的 
符号 ， 则 方程 (11.46) 是 与 下 列 两 方程 等 价 


= ce OL 
(11,4-1) 
UH oC CH + 8m 


x B] ux E JEEE 


Ui ehe (11. 4-8) 


TE Hra AE Hs 6.7 — TJAH, AMR TRAT (11.4-8) JE 
FERUXEEROPTERO. E RREA E A fx E 知 ， 则 变换 (XB 
LP IERE I 8 9E e HAB ES) 


" je cest? l= EDG } 《13 .4--9) 


将 退 懈 成 下 到 形式 的 方程 


E r- 
5 u - f € u Ai ü 5 ü 
Giu QAI aae 
因 为 方程 〈11.4-10) 在 下 列 解 
E=e*1t 
a (11,4-11) 
wea Ao WRR 
t — Wie f ter l 
u (11, 4-122 


V= pjg t ox Ue? 


RRHH., FA AR ia EEG d FAREA T E AF 
JE É A HAA X 
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zi 


À1,2 7 (ye) — {ae— bc) (11.4-13) 
这 样 ， 
如 果 (ae be) >h 


ate 


-2 二 和 ) ， 则 运动 是 振 路 的 ; 
ag F a 

2), 。 则 运动 是 非 周 期 前 : 

如 果 (za 上 四 >0。 则 系统 是 不 稳定 的 ， 

如 果 (a+e) <0， 则 系统 是 稳定 的 。 

在 奇异 点 分 域 中 的 轨 线 类 型 可 以 由 初试 方程 (11.4-10) 来 
确定 ， 其 形式 为 


HME 《Ge be) <( 


ds M 5 _ 

ma 3 (11. 4-14) 
ERARA 

E= (mis 


并 应 用 方程 〈11.4-9) EME 8A) vo RRR, 


11.5 3f ERE 
研究 具有 下 列 方程 的 上 月 激 系 统 
D. - ES Bs) (11.5-1) 


这 已 在 11.2 节 方程 〈11.2-4)》 rBbhi&ii. dESR B Rr P 3€113uB 
过 给 斜率 灸 一 个 规定 数 & 来 男 定 斜率 dy/dx, RIAI F XU Hi £X 
求解 

(xv) (11.5—2) 
画 出 一 族 这 样 的 曲 和 经， 就 可 以 从 任意 点 <，2?2 开 始 绽 出 一 条 轴 
线 ， 如 瑟 11.5-1 所 未。 
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例 —11.5-1 
Tip sc 06. B3 iG 568 Ii £3, 
解 ， 单 摆 的 方程 是 
sin 0-0 (a) 

& x-0f4liy-ó-zs. Sif sl 

dy £ Siny 
这 样 对 dy/dx- a AA Ei., F MATE 1.5-2 变 为 

y= -( » Jsin x (€) 


从 方程 Cb) cpu fH. ARAM Tin x EX. dENcOO. 
ta, £x 等 处 。 图 11,.5-2 示 出 了 与 & fü [E EDGE RV B zT 35 — 28 
BRA, ERÍEXEUA 9 COD, Y COOJEAR, BAREA ER PE UI 
线 的 方法 就 可 以 夯 出 轨 钱 的 草图 。 


| 


Bu 
M 


11.5-1 图 11.5-23 JR BJSg b zx Ha £x 
在 这 种 情况 下 方程 (80 的 积分 易 求 得 如 下 
v 


& 
si 二 = 
2 


式 中 互 是 一 个 对 应 于 总 能 量 的 积分 常数 (见方 程 ( 11.3-1))。 我 


"mmm rr 
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HERIT Uœ) = 一 E/Ecos x AER 11,3 节 中 的 讨论 得 到 了 应 
用 。 娶 有 运动 ， 瑟 必须 大 于 一 8 放 。EE = 8 放 相应 于 分 界线 ， 而 
ELIg)LGu THA XXERBRGEDMEDAS POSU gU 5 iiA 
TEL 8= 27。 
f] 11.5-2 

重要 的 非 钱 性 问题 之 一 是 被 广泛 研究 过 的 范 德 波 尔 方程 ， 

£—HeObD— x*)-- xx mS 

xA 2r PECES ARAA Ai PH JE -mE SR SE SEED E 
动 。 然 而 这 个 方程 的 阻尼 项 是 非 线 性 的 ， 在 该 项 中 阻尼 不 仪 了 取决 
于 速度 而 且 也 取决 于 但 黎 。 对 于 小 所 茵 (x* 二 1) 但 尼 是 负 的 ， 
Tee EB ETA IPUH. 35 x — 1 工 时 阻尼 是 正 的 ， 振 幅 料 随时 间 而 
减 小 。 若 系统 是 从 x (0》 和 这 (0》 Fi, MREMA RME 
小 基 联 决 于 区 是 小 还 是 大 ， 最 终 振 幅 将 达到 一 个 被 认为 是 极限 环 

Crpt cycle 的 稳定 状态 ， 用 图 11.5-3 的 相 和 平面 图 可 对 这 个 问 

题 作 出 图解 并 示 。 


图 11,5-3  HogB-1.089 4.28 2E ZR ZEE 09 5E D Ek lg Sx; 
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11.6 HEC E 


hng (L.S, Jacobsen) 0449 E Hi 增 量 法 是 一 种 用 yg 
下 到 方程 的 图 解法 
+ fr, Xx, ġ)=0 (11.5-1) 
式 中 fx.xV.D DD ZDDIEYESR E RR. B vc ERNE, 44 5 
oo 改写 为 下 列 形式 


kt fik X, O-o et 0 (11.6-2) 
JAH FARES EE g AY 
r= 和 y= i i (11,6—-3) 
H4 
ACE yT) ECT RN oe) — (1.60 


方程 1.6-2 WHIA 


dv — (x4) 
dX 7777» — (11,86-5) 


在 方程 {11.6~4) Pi RATA XE 506v.) 取决 于 变量 * 、 
YHT, E AER RAPAIRE, dXX O up (Ep dx Duo 
B. MeSH. JE O01.6-50 Hp Eg 

(eto +t yp Ik (11.6—-8) 
上 述 方 程 是 一 个 半径 为 了 圆心 在 y=0、 = -hA xX4* 
对 于 工 的 小 增 量 ， 其 解 对 应 于 加 的 一 段 小 弧 ， 邵 图 11.6-1 有 所 示 。 

Sh tk fy eh dap SE T. 

(15 ÆHF E Eu eA Puy 的 位 置 。 

(2) 岂 方 程式 1.6-4) PAX OH 60sy,»,0? e^ EJ 35 (E 3E 
Zr * 轴线 上 确定 一 6 点 的 位 置 。 


© L.5.Jacobsen, "On a Genera! Method of Solving Second Order 
Ordinary Ditierentiai Equations by Phase Plane Displacements,” 
J.dppéiliesh.18 (December 1952), Dp.543-53. 


We 1 eu! 1 * 0] 


3/5 


-8 


Ej 11,6-1 


(32 BL (-6,0) 为 圆心 ， 过 点 Pv £R— iW. BER 
AAKE ADRA TEA ERR Oo TAE 25. 
(4) 对 46 AARE., TESLÉR LL H1 — 0x O.. 并 用 
G OAAR S sy 新 值 ， 计 算出 新 的 5。 
《5 通过 新 的 -6 及 器 点 区 一 直线 ， 再 从 此 直线 量 出 为 了 
定 第 三 点 的 前 40, WA 11.6-1 所 示 。 热 后 重复 上 述 步 又 。 
直线 CP ARA do 与 时 间 增 量 dr 之 间 的 关系 可 从 了 了 式 
求 得 ， | 
j as Jis (C9) dx 
日 一 = -一 一 .一 一 一 一 一 一 一 
p v.v? xr d? 
以 方程 01.60 代 上 式 中 的 dy/dx 并 从 方程 1.6-3 中 注意 
到 da = ydr, RATA 


dx 


ag = y = dt (11,6-7) 


从 方程 (1.5-5) vpu Bj EARE AR $8 XE E f 
(i, do p MR EHA FE Eo 
例 11.6-1 
确定 于 列 方程 的 相 平 面 轨 线 
Xd ixisc-Ouv-d. 
Re9-19 Hx(052-4, x(02-0, 


376 


解 ， 首 先 我 们 以 T= ot n7 - 》 蔡 代 使 方程 式 简化 成 下 列 形式 
yv 
ir -tH|vjvrx-ü0 
或 
dy -|y yt) 
dX o y 
ickEXS E GR 
ó-H|vy|y 


对 中 的 一 个 给 定 值 ， 上 式 是 一 条 抛物 线 如 在 图 11.6-2 EBTER INI 
如 果 拒 增 量 活 诬 用 于 这 个 问题 ， 那 末 对 任 总 点 疡 ， 其 轨 线 听 芍 中 
0 —0 dM. XER HM X EPI ds 24 Js MAR Ee 9] 与 -6 的 最 
REHA AES BENE EE, AUA Eae [BD] 0 。 

这 里 我 们 将 考 感 用 平均 5 法 来 代 芝 所 来 用 的 逐步 增 基 法 ， 这 
TE 73 TÀ BE HE ES] 21. F8] — v. us] H1 3j £x 3T In] DÀ — o. H5 0 35] 4ELZJ IRL EJ 
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一 个 到 。 
这 个 问题 的 平均 -6 能 够 对 任何 ?用 下 列 积分 求 出 
Dae = P di y!d y 


KFP 1/3 WERF O HH ERBETEdHOE UE D£RHN. BU- 0.25 
市 心 的 雪线 必 在 4Y= — ða II Xx W REX — HER. XX — x4 LEE HI Dd 
规 经 有 反复 试验 EMP = MP = My. 是 易于 做 到 的 。 


11.7 列 纳 法 (LIENARD'S METHOD) 


当 方 程 中 的 阻尼 项 是 某 种 非 线性 速度 图 数 了 (ix) 的 情况 下 ， 
相 平 面 贺 线 可 以 用 列 纳 和 提出 的 方法 米 图 解 确 定 。 所 讨论 的 微分 
Jy ES 89JE A 


六 十 了 (tx) 十 区 二 八 {11.7-1) 
H = >* 则 方程 可 写 为 
二 
dx 7 E (11.7—2) 


um IPAE €. FREE = -oo B g ta 11.71 所 
m. MRAP YY 开始， 从 五 点 必 一 直线 平行 于 * 轴线 ,使 
Ex-c-—fOOBEZESCTO, MO IE x MERE x BUTC. E 
线 CP 的 斜率 是 B 


— Y dx 
x-fQov) ^ dw 
E CP F PATHF R, LRT P AbnJSSE A dv/dx, 


f 11.7—1 
tax Ho ERE EJE BST SEC s E BE BOR TREE, 
Ef. 运动 被 分 方程 基 
xc fo 十 Ww 
式 :中 


© à Liecard, "Etudes des Oscillations Entreienucs," Hev,Gen, del* 
Elec, 23 (1028) ,Dp. 901-12,949-54, 
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E] 11.7-1 


.、 [BB 14> 0 k} 
fi M ecl 六 时 
d r-04, y-cdx/dt, W [xh7; Ez ĘG A 
dx o D+ 
dy | y 
式 中 
[+83 y> 时 
fiQo- | NA PASE 
(=ar) 
"b 


因而 ， 当 了》 为 正 于 x= 一 让 (y) d £E hE— b mj Y fABIx- 
-f 0D 曲线 是 +D， 如 图 11.7-2 Bron. E $5, x (—5, 00 是 
所 有 位 于 % 轴 缆 上 方 的 感 的 中 心 ， 而 点 Cb, 00 ddr T x 轴线 
下 方 曲线 的 中 心 。 这 样 在 每 半 个 平面 上 的 曲线 都 是 癌 周 。 当 沿线 
JE t6 成 间 与 * 轴线 相交 时 运动 终 ! 上 。 


BFEEE-E £-:.4-£:1-4 

斜率 强 法 是 建立 在 逐步 积分 过 程 的 基 而 上 的 ， 从 此 发 展 了 一 

种 图 和解 作 图 法 。 我 们 将 介绍 用 简单 一 阶 祯 分 方程 说 明和 的 基本 原 
理 。 此 法 对 于 用 丙 个 一 芥 方程 岩 示 的 二 阶 微分 方程 也 是 通用 的 。 


和 Ux 1s, 
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考虑 微分 方程 
dà 
d». qq (11.8-1) 
保持 下 列 增 县 关系 
Ax = f aott A (11,8-2) 
式 中 


1 oftia 
fao =< HOT 
ELE (11.8—-3) 
dé = Giu Ég j 
AX = X47 xj) 


fO» HARE BUE DARFOER E 


fa = ee Fu) (11,84) 


式 中 
fi= J) FH Jia fia) 
因而 方程 式 11.8- 793 


Ax = Cf G0 + f i+ ADOS (11.8-5) 


把 王 述 过 程 转化 为 图 和 解法， 我 们 从 在 *、 了 (平面 绘制 已, 点 
fo AA x. 6,30 了 {to 开始， 如 图 11.8-1 所 示 。 人 假设 一 时 间 增 


Ad X 


AD M 
Ax -| 


E] 11,.7—2 11,8-1 
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Ta. FAJAI Oo mp Hp E EPIM 
tang = T. (11.8—6) 
RFEA 0 HMRI — RMP PEEL RE fim f Os 
AD, HR Ax. 被 确定 为 | 
Ax, = ftand + fitan = (fac fi a 


ELAES IEA 001.8-5), 


Fit) x 


*K E X4 M Kg () fo fı f> f 


图 11.8-2 zs iM TREMA E UE. Spe f 0D 
IH] 4E £ A fo Ado MAFRA. Æ E E E BB AEG 
TO, aP ERRERIK ER V ESSE AEH., E 解 过 程 
EEIT: 

C10 BEHRA P= f ao 8. 

(2) MPEDKE RÆ Pos P.H JEE fi 

(30 用 由 方程 式 1.8-6) 中 求 得 的 8 前 画 直 钱 PuiW 及 
MP, 选 定 -4 MERR 了 有 EEJ E A M 4 Mm E 
i P. 

(4) ME v de LXI, aB EAS" £g FEE Bede xU du OEÓOF BERE tio 


(5) HA P'o ARRIER hR. uBil0,. 1, 
2 55 DT TE B5 Hl £X LJ IE x (D a 
上 述 过 程 也 适用 于 共有 下 列 形式 的 一 哇 方 种 
-5 L FQ) | (11.8-7) 


轩 汶 初始 条 性 x BLER DAE M UiA PAM E. 
这 里 描述 的 方法 ， 作 些 改 变 就 能 适用 于 用 下 弄 一 阶 联 立 方程 
代表 的 一 阶 方程 式 


dx 
up 800-y-20 


d (11,93-8) 
UT TACYDO TX AD 


它 与 和 下列 二 阶 方程 式 等 价 
多 
为 了 用 图 解法 求 得 在 # ，Y 平 面 上 的 一 阶 联 立方 程 组 《六 程 
组 11.8—8) BÓ. BDR H X og 和 一 上 93) 分 别 对 着 x dug 
了》 贺 画 出 ， 如 图 11.8-3 所 示 。 这 样 做 的 理由 是 明 量 的 ， 如 颗 上 方 程 
组 (11 .8-~8》 改写 为 


cx 

上 表 与 方程 (01.8— 或 与 方程 〈11.8-7)》 WEP. REMEE 
yE GO PxC ACOy2 72 4889 E I OO EX f GO. 

Ps EE PRDUER FE X Fs 

Cio APEA P FTE AH RAJI A PSOe. v. 

(22 从 访问 8 Go Hik pp zEPIM, [6 pk WP H EA 
ZAHRI 0o -tan^' Cat/20 ,. JAM EL IB FE Bj 36 $8 0 qàj 53 — 2& $9] 
Mm. | 
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Fr 
y. gix) 
x AnD 
QN a 
NX Pi 


M / gix) 
NY 
MI N 
Xo A x, Ly) 
—hií y) 
图 11,8-3 


(32 A Pi H-A) RAH RHR PN， 鸽 该 射线 与 水 平 线 
zc apa] 3efü O= tan 1 (46/2). o AN BARERA A 018125 — AR 
£N. 

(4) 直线 Montg 3E 2X, Nnffg SE px. PuOn y) BLEETER ju] 4: — 
bt AE 时 位 于 相 平 面 *% 上 的 解 。 

(5) 现在 从 已 点 出 发 重复 上 述 过 程 。 


f| 11.8-1 
E Ha E RIE AUD 
&t. 将 上 述 方 程 整 理 成 下 列 撒 式 
— l1 ` 
dt = $0D da 
再 与 改写 成 下 列 形 式 的 方程 4 人 T1.8-1) Hi y EE SE 
dx= f tdi 


PAR, REHU Ipo, IR EREE EPI ESL SERI, 
nfjkHE11.8—-234 fé Xb(r. A R A R DE 


$83 


2 Am 
tano = 757 


外 TI .8-4 示 当 了 图 解 作 图 基 如 和 何 进行 的 。 从 相应 示 wo 的 Po EXT 
48. üiE E 丙 相 对 应 的 Pukke 应 用 45 2x n H RT In] AREE Se 
HME, XXRRICOFGIER URS, £oKm Ey O0 点 代表 解 中 的 市 一 
个 点 。 选 定 一 4w, WE PAA Pn 点 ， 再 从 全 " 钱 末 一 水 乎 线 至 
1 点。 轴 4x 对 让: 太 按 上 述 过 程 重复 作 图 等 等 。 


11.9 Bh 


BED IEGRGEGH-T EDU NES n 5 IERI TES PEU 0 
的 那些 疝 题 。 这 类 问题 的 解 是 由 摄 动 参数 上 的 级 数 构成 。 它 是 在 
线性 问题 和 解 的 分 城中 发 展 的 结 六 。 如 果 线 性 问题 的 和 解 是 周期 性 
的 ， 扩 上 是 小 的 ， 那 未 我 们 可 以 期 望 摄 动 解 也 是 周期 性 的 。 我 们 
可 世 从 相 平 面 中 推 沦 ， 几 属 周 期 性 的 和 解 一 定 描 给 出 一 条 封闭 思 
2ko Bim R AtA aet nex B Ed HH de d d IJ ejr 2E 

AE SsiEdE£PESRAE BOSE SS AARG, vH TFAAR 
XE M, 
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t+ ožx +E -—(0 (11,%-1) 
D EIEÁRGE S LIO = 4 和 >“ a0 s0 时 ， 据 葛 频率 就 是 
线性 系统 的 频率 四。 = ww hd 
3x T5338 — 71- EL Eta] Ze SERES 76523 ZR 2ECTE EE Xs BN EMIL 
x — xD HH Box D d aix GE) +e (11.9-2) 
紫外， 我 们 知道 非 线 性 据 葛 的 上 是 率 不 仅 取 块 于 振 蓝 的 振 申 ， 而 有 
出 联 决 于 EH。 我 们 也 以上 的 级 业 来 表示 这 个 事 多 
O? — Di + HO A+ (11,9—33 
aX pre d PAS dg. miodkdb£EyETES mg Su». 
SERI ELSE HIERRO 1.972) 和 方程 (11.9-3) 中 前 而 两 项 ， 这 
己 足 雇 谋 明 整 个 过 程 。 糙 这 些 代 入 方程 {11.9-1)， 我 们 得 到 
o 十 HY, t (07 Hi) x, t Ba) + sn? + HNL + + = 
C11.9—4) 
因为 摄 动 参 数 4 可 任意 进 定 ， 记 以 4 各 次 竹 的 邓 数 必 等 于 零 。 
这 一 点 导出 了 下 列 能 逐步 求解 的 方程 组 
$ +t =D 
PA E E CP (11,9-5) 


属于 初始 条 件 x(0) = 4, x00 = 0 的 第 一 方程 的 解 是 
X4, = dcoset (11,8—5) 
H WE 1 Ap BERE OL enerateng solutson) S Jb xS ALTEREZR CT11.9—-5) 
中 第 二 个 方程 式 的 右边 ， 我 们 得 到 


X, O^x, = di dcoset ~ A*cos*ot 


- 3 _ 42 A* 7 
= | 站 | 一 -4 A cosoxt — ^ eos 3cf (I1.9—7) 


式 中 用 了 costat = COS æt + -cos 30i, JX HE 45i1B Ticos ot 总 


要 导致 x%, 解 的 特征 项 i cos ot (HG Hiat., am a T EHE 
动 这 一 原先 的 规定 ， 周 此 我 们 只 能 取 下 列 条 从 
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TOE 


ixfée, GRATTA ERE A RE — ESO 的 取 但 等 于 


"e A (11,9—8) 


从 方程 式 右边 消去 强迫 项 cosat， 则 2 的 一 般 解 为 


a 


o. ， A 
x, = C,sin ot + Cacos etf 十 329 cos gat 


(11,9-9) 
o= 向。 十 PEE 


利用 初始 条 件 2 (CO x00 20, WARC MCR 


、 A” 
C= 0 Cam 一 5 2d? 
这 样 
A? 


M Jr (11.972) 89 3R H IRA H REO 


A? 
— 有 36x — cosa 
X = A cosot+ H 359 (cos3 cosa) 


o 
o= onj 13A 
A O0; 


(11.9—-11? 


这 样 所 求 得 的 解 是 周期 往 的 ， 其 基 频 名 随 振 幅 的 增 囊 而 增加 ， 象 
X] a SR aS SES mI BT. 
$m tAE (Mathieu Equation WEISE TAERE 


X+ ojs + Hat = Fcosot (a) 
FERH REUS 
x= x. (E) +E) (5500 
将 方程 <5) 代入 方程 (4 )， 我 们 得 到 下 烈 两 个 方程 
pitoi S t HX = cosot (c) 


Q Triki, :x2259—-2737A. 


i86 


E+ (oic-B8x12£-z0 (d) 
好 果 很 设 t 是 小 的 ， 我 们 可 令 
x dsinct ( e j 
将 它 代入 方程 Ca 了 ， 则 方程 (于 为 C 
E+ (( Qi 35 an) - D Ažcos2 235 =0 Cf) 
这 个 方程 就 是 下 列 形式 的 方程 
TX ^ (a — 2b cos22) y = 0 C8) 


BOXER EK COEUR AY dec CUP RE. E JL) ER ia D BURUT Fa 


图 11,9-1 2:8 JG 77 FE EPI $8 XE Ede E TT 8d 
ZEBQDBiXEGD COCONMDERT ACC HEX 


11.10 R 
杜 芬 (ODuffing) OX} FALA f 35 E Sb VE RS B EST 
mie + c2 Rx Hx? — FoosoeM 
E58 xh IELIIX GRE B— Ep kEGAKGEGgÉ BENE. xU cw HT s 
MIKEM AT N fenek B PEE, -AFE £ U]iRMEH]SSYpUHGR 
项 中 。 
在 这 和 中 我 们 想 研 讨 一 个 阻尼 为 等 的 较 简 单 问 题 ， 其 微分 方 


O uSxIX7,. 
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EBR TIER 

x+ oix Hy = Feosot (11.10—1? 
TRIB ENS DUPROR ESOS E EE W E IATE E ME Br E BUE 
EPERE, 先 把 假定 的 一 个 解 代 入 微分 方程 ， 经 积分 后 
得 到 一 个 较 精 确 的 解 。 上 述 过 程 可 以 经 多 次 重复 以 达到 要求 的 
TH. 

对 于 第 一 个 假定 解 ， 令 
Xa = Acoswt (11.10-2) 

将 其 代入 微分 方程 ， 得 


Y ——O,4cos ot F uA? (cos (of + Cos 30t ) T FÉ cosod 


一 — üA Fps + F )cos ak F Ascos 3t 


在 积分 这 个 方程 时 如 有 果 方 程 的 解 是 上 共有 周期 1 = 2z/omjihum, GB 
未 烷 须 使 积分 证 数 汐 零 。 这 样 我 们 得 到 改进 解 为 


区 - -二 [oo34 tu — F )cos kP- (11,10-3) 


式 中 忽略 了 重 高 的 谐 波 项 。 

二 述 求解 过 程 可 以 重复 进行 但 我 们 不 再 悉 续 做 下 去 了 。 柱 芬 
在 这 成 上 的 推论 是 ， 如 果 第 一 近 书 信和 与 第 二 近似 侍者 是 这 个 问题 
的 全 理解 的 话 ， 那 来 在 方程 异 1.10-2) 各 C11.10-3) 中 cosat B 3 
数 不 应 有 大 的 差别 。 这 样 ， 使 这些 系数 相等 ， 我 们 得 到 


1 9 à 3 ._ _ 
A= (©34 圭一 4 F) (11.10-4) 
-E. XX nf X ofer H F 
zz 十 344 .三 - 
O 054 1 HA y (11,10—5)5 


让 这 个 方程 式 中 可 以 明显 地 看 出 ， 如 果 非 线性 参数 为 零 ， 则 我 们 
YE T8 2X, TE IR EE PETS W A 
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F 


PERENNEM 
0-a" 


MpBVCOBJ, MEOE, FRA PES. RA, SF -= oi, d 
们 获得 在 上 节 中 讨论 过 的 自由 振动 的 频率 方程 
m 3 EE 
ei" lc "ar 
Xx EB RIDE HI. ORDRES ER CO JUS BG TURBATI SUD, mixta 
SEE C — 0 28:23 M FEE D DS AO 35H Ti m 7 
当 此 0 目 关 和 寺 0 上 时， 保持 站 和 大西 者 甫 不 芝 ， 绽 出 |14| 相 到 于 
o/o.mEJSEAZ; BAI E E eun TEES rp, Xe JDEECHT.10—5) 


8 4d g? E 
AU E — rja- z (11.10—852 


EX BS XELAB RT EDSETE AL TEE RE ESI 11.10—1 Bro LX 25 REB E E: 
—2Kk HX BB £X AER p ES O-o?/01». GXEB A — F/oiB) 
Hik, S4e/e.— 1B, VAPUEHZRAHOETI. 2. 3— 0 ATE e E 
SERE EEEH. 40/0, 1 增加 时 ,成 2 和 点 3 相互 接近 ,之 后 
à& tr Jj £6 01.10-60 f Pix $B [EE FLEE— 1. 24/0, = 12x 3450/o, 1 
了 时， 这 些 点 就 是 上 后 和 成 5。 


[4l 


图 11.10-1 方程 式 11.10-5 的 解 
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RRAHUR — dEXXGE[BDEXCD, R AE H ht eaa R 
IRE SEEK. AE BEKA RA HEN B. ATS H 19005 
频率 前 增长 而 逐渐 增 大 直到 在 如 11.10-2 上 的 “a” 点 。 然 后 振幅 
S€ SR IBEDK GM HH 局所 示 的 一 全 轻 大 值 ， 其 后 振幅 值 宙 曲线 出 右 疾 
4. 249 88038 MTE A c nS], DHedudt£eign Erro 点 到 可 上 后， 突 
AES S]—-u AME ex. Web -i ugs ris eH S px 
年 不 裙 定 区 域 ， 不 稳定 程度 到 站 于 许 冤 因素 ， 如 存在 的 阳 尼 的 总 
Hi. AAA EEE, dgigBgyeH]—-ramgmEfo EAE, 
HER- APAE EHA Ha 417b — «ES 11.10-3 上 所 未 
3p — 3 9 ENT B £X. 


ia] 


Q EREMEETY 
Ti? 


图 il.10-2 RARA 图 11,10-3  WSREPDJEREKGQ A 


阻尼 效应 EAER. IRE RET y d £k 
(backbone curve) {用 点 线 表 示 ) AJ T ARTER HLE i s 
ENARRARE e/0,-1.0 处 的 
— AEH EE. 

"5$ 7] PEL TES RA HR 5g EH 
尼 系 统 的 情况 相 比 没有 了 明显 的 不 
In]. HH ELTCCETUTE E i] EX RJ HD Hl 
£X Bg. EATE PIG meixkIkgpze, m 
i] 1i11.10—4 Wiar. HERRN S 
BRR, GOLEHJECH Bh OBRAS DEImB RS, 


Lal 


H 11,10-4 
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xk OGB3XEHRB3BBCT E ERJ A. EAEEREN 
ETPA- A PIESDHPDLISA EOWOtzEISO", A JE h KA Ri 
那样 。 我 们 发 现 宁 愿 在 为 项 中 引入 相位 而 不 在 位 移 中 引入 和 位 ， 
这 样 可 使 代数 运算 有 点 简化 。 这 和 样 币 分 方程 可 号 为 
x+ cez + Oix Bx? = Foeos(ot-cd») 
= A cosol — Bosinwt (11,10-7) 


AP AI m EE 
F= AS. B, (11.10—8) 
从 下 式 可 以 确定 相位 
tant 一 T 
RiR — i HE E 


Xy = A cos æt 


将 土 式 代 入 微分 方程 ， 其 结果 为 
[o 一 出 分 A + -i- u ud? Jeoset — ea Asin Mi + -u A'cossol 


= A cost 一 PB,sinot {11.10-9) 
我 们 再 略 去 cos3ot 项 并 使 等 式 左右 的 cos wf 项 和 sin 好 项 的 系数 分 
别 相等 ， 得 到 
(0. 一 G^) A + pa" = Aa 


c11. 10-10) 
cod -一 B, 


HEATA a HHM., WHF., BHEGEDEIZI I IB)B JR 3 3E Dg 
- [xoi -e5 A + Saw) - c04)? (11,1011) 


HAER CHERIE, WAU GLA ARA E i A Hp EB e/o, 
T] 11,10-1 
RAEE HUEIES tE A a A 
PERNE 基 三 人 (a4 ) 


其 初始 条 性 是 x00) = AHO = 0, 
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SEO. RES- HEUS — 工 并 将 其 代入 微分 方程 


"m LI 一 oj I 
积分 后 得 到 


E 
:= -对 IdE- -QE 
ü 


EE 
， ( b) 
sD = A ai 
A 1/AR BB EE -£,2B (6 x 9E = 0, DP DEEP] Zr RE RT] EP 
X ox A( I 一 n (e) 
现在 我 们 将 方程 (Cc) 代入 方程 (4) 并 重复 上 述 过 程 


*#{ ££)}= -eia | (1 ~ 2 Jas 


3 Cd? 
*GDsA- eia ( - e. as 
à 1 
Aad 
=A azal 7 T 
BO tait} = 0 
-A tof Zi Fi 
0 = ALT -ei( 2 - 13 )] 
XR RE TOS 9] 
— f 312 rT 12 - T 
ZEE ^5 ^ 1.0 
x3 Re 1t BLS RE c e Fo ERA UU 挟 值 已 接近 等 于 精确 值 z/4。 
(e 见 委 考 文 献 2 。 
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11.11 | E MEE 


FUR E HASN EREI B EHEIS. Sox ES, 
TPAR HM. DAE GEISDEUGIJC BREUI AMERRE 
的 例子 。 

在 线性 系统 或 非 线 性 系统 中 都 可 能 发 生 门 激 振 划 。 运 动 是 由 
某 激励 引起 的 ， 该 激 厨 是 速度 的 某 丽 数 或 是 速度 和 位 移 的 某国 
数 。 如 果 系 统 的 运动 导致 系统 能 量 的 增加 ， 那 未 振幅 也 将 增 大 ， 
从 而 可 使 系统 变 为 不 稳定 。 

作为 一 全 例子 ， 我 们 米 研 究 有 具有 粘 混 阻尼 的 单 自 由 度 线性 系 
dk-- od. dA. 1d XR HERO RR SEE. ARA M 3E xp 


程 是 
mitet s= F(R) (11.11-1) 
将. 上 述 方 程 怠 理 成 下 烈 形式 
ma t (c FOOD) + kx=ÙÛ (11,11-2) 


如 果 PO 变 得 比 cx EAKR, RAIRE ER D A ig 
ERTH BETE. BlUR 0D =e- FO 在 方程 (11.11-2) nme 
化 如 图 1I.11-1 所 示 。 对 于 小 速度 ， 外 观 阻尼 $ODO 是 负 值 , e 
的 振幅 将 增 龙 。 对 也 大 速度 刚 和 外 反 ， 即 外 观 阻 尼 60») 是 正 值 ， 
探 浙 的 振 桶 将 沽 小， 因此 据 茵 将 趋向 于 一 极限 环 。 


ei) 


11,11-1 HA S EIL O Geo 2 0e - C ix SE 


例 11.113 — 
ZEB I Er 上 总 是 要 比 静 摩擦 系数 & 小 ， 这 种 差 训 将 随 速 度 


$93 
的 增 大 而 略 有 增加 。 这 里 如 果 开 动 疼 11.11—2 中 的 传送 带 ， 质 量 
9 将 随 传 送 带 一 起 运动 直到 弹 答 力 被 静摩擦 力 所 平 衡 。 
RE ik 


Hoc MEE 


图 11.1i-23 eia EI E B e E e A BE 


Exo = Hng ( &) 
ZEXX— ARRIT ARAB IEDis xg, UA ES Jg hg B SU EE A Pj 
次 平衡 ， 该 时 
Rx, 一 XY = Hng 
从 上 面 丙 个 方程 式 由 ， 找 出 振 葛 的 振 由 是 


X= KaT Bati = P C Pa) E 278 28 (5) 

Ap E m Aaa Jd akPERIXAEGHILIBIBYVXHXDSEE SER 
35 JHi Eb m BAISAR, BEER Gn, 是 比 Hab. HBEARBT PR i RRIK 
Æ. FEY RaR. SRER. MERN AHAD, IDECRBiep 
Rg RAE HAEA, Bb ASI OE a RARER 比 输 
IERA. BImix PHI T A IARR, H PA K HE 
续 增 大 。 

长 位 置 2 到 位 置 3 SEES PT i BI D Ae 


- RC wat AX) + QR ~ 23) 1 (2% + AX) 


ME As SEES BRIDE 
Hu HHEC2X T Lx) 
Ep DLE 230408 3 IB. BEI UE 2hBEHU 
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IE, 
- 3 kn ~ ace dn) -BR,,mRE-Ó (c)? 
$$ Ca )3XRUCBOSR CX Ce c HiSEdSR 35 J Di Va Bra 8 


量 为 


ZB rr — Br) (d) 
Dn 


Ax = 


11.12 WA FIERTE R SE AH t AA I ES 


VrAedEESTEX Sn] H M H PROF ER REEPREBIDETIRUS3E. EA 
Hi AE SJpgPEX SER RIBERA. Hee ELIF 
m, 

RAMEK [E 11.121 mah T HE 7I SRE W BH JE, Ry Fl 
型 变化 并 示 出 了 出 柯 海 CT,K.Caugheyo 和 提出 的 积分 器 呵 路 :, UE 
H BRERA OE LS ERE RhA h EJE. AeA FERAL 


图 11,12-1 WHERE 


HE., BEEF A C EEEE, Bim EBE + 
到 输入 端 。 访 加 路 是 一 积分 器 ， 其 输出 电压 是 按 下 列 方程 开始 逐 
步 建立 

(Gg 404—614. 
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i 
F= 1 xdi Rx 
g - 


HR. MEHR S 的 电势 本 来 就 是 零 ， 所 以 电容 器 两 端 问 的 电压 为 
零 。 在 此 期 间 ， 一 极 符 加 不 能 导 通 ， 所 以 电路 鲍 呈 开 嫉 。 二 极 管 
中 只 有 当 它 的 从 输出 边 来 的 电压 超过 偏 电 压 Fu 时 才能 导 通 ， 
偏 电 压 + 下 ,被 调节 到 与 力 位 殉 上 曲线 上 a 点 等 位 。 当 二 极 管 中 导 通 
Hi, HASC £r] LBS BR IEEE. 直到 zz 在 p 点 变 为 负 值 ， 
该 时 二 极 管 吕 变 成 不 通 ， 何 路 出 现象 具有 电容 器 C 跨 在 放大 器 二 
端 。 当 输出 电压 达到 由 点 的 一 下 ,调节 的 某 负 值 时 ,二 前 管 岛 导 
通 且 在 电容 器 CC 上 限制 负电 压 , 站 到 速度 在 4 点 重新 变 为 正 什 。 

图 11.12-2 示 出 了 有 限 积分 器 是 如 何 组 成 解 下 列 方程 的 回 
路 的 


= + EE ‘(11.12-1) 


依靠 引入 一 附加 电容 器 C{ 用 点 线 表 示 ，;， 就 能 给 刚度 曲线 中 的 
abk icai U-I ER E, 


Hj 11,12-2  H[EXÉREZ; E1, 12-10 B. 9E 


11.13 JE REBE IK 
在 第 四 章 和 第 八 章 中 讨论 过 的 龙 格 - 亩 塔 法 可 用 来 解 非 线 性 
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微分 方程 。 我 们 研究 下 列 非 钱 性 方程 


£ 
LIto, ex 0.5x = 0.5eos(0, 5) (11.131) 


& y — dyi dt ERN ERBA B3U— 9p EX 
-A -= 0.5cos(0,5:) — X —0,bx? —0.4y — F (T,x y) 
上 述 计算 方程 可 用 来 按 了 下列 次 床 编 写 通 用 于 数字 计算 机 的 程序 。 


T X y F 
1 =f, Ri =F E 17771 一 下 
i; -—T,--5/3 Bs =x; +2, %2 Hs 一 小， 十 下 :看 /2 了 > 一 Ta T 
fs =T, + År? hs = MEM ETE: Esc—y.fih/2 fas Fita, Rha, ga) 
t=T tA FEE ZEE EA É 4 yi dfi Fa SEÇ i, Kanga) 


T de xx E R Ro A FAAR EAE XR Y tE, 


Nisi Ni + Ea 2E + 28S E (11,13-2) 


Diui Y. - i e Afer ifa fa (11.13-3) 


式 中 A- At, 

IZR, i= 1 Wyr EARRA, AET = Tac dr, 前面 
的 + .R.EGI REESE, BRA AIRT RR A RY 。 

E-E RARR BrE = crd WE, 24h Ate 
fe T i 5. TAAR LIETE. Im e] Ria h E. 

ji 01.13-12 HRH R-RE, IK — A/T = 0.1333, 
HEDETIPERELGR AER. AIr AE BH Hli e mT TED BOR y E xd 
pE xu £E, WE 11.13—1 Bpzk. 4p HH Eb Au B] PL IB ST 
iA EE ul us 3g Bt ET. 

Ad 5E- FRR HEA, A JETEGA.U7 S E EA p 
SRL ETUR HOS] A PR AAA Hit ARE D aE 
的 ， 见 图 11.13-2 所 示 。 在 第 4.7 节 中 提出 的 数值 计 算 程序 中 误差 


391 


图 11.13-1 JER TAa A F S JE H8 - FEN E 


1,50 


E] 11.18-2  dESREESEC S 7; R11, 13-1858 ER 25 ERR 
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的 凡是 A = (dr ， 这 种 误差 对 于 现在 研究 的 这 个 问题 证 明 是 不 
适当 的 。 

RHAH HL Mo3xXB-0.2. 0.7. 1.5. 3 MB EX 
Toig rfeBu rs qi RRUEORGDER, HER E oR E. 


X- Hz(l— x^) - x— 0 


Pd 
1.23 
x J 20 4| 8.0  io2 O. |&O aG 
时 间 -一 
- |0 
-20 


Ei 11,13-3 151581 ZR 7p E dE d - Oe 1。5) 


€ 11.13-4 ERRIREN JE -HEHMEÓ OMM -1.5) 


TH 3E- T] RHET P] Eel pos A 35 380 HT 

dpu—0.2T05 00D, BAYE TS EERE, qu RE EE 
Rixr-q-—— MER, S468 —1.5Bfp, 3p£ETERUAXOVWJIÉ AH ERR. 
WR, E81 11.13-338 P9]11 .413 一 4 月 [未 。 


=] Kl 
1-1 用 下列 非 强 此 方程 
*4-x!'-(i 
uk Hx, = Pa OTS = PO MELA A RR EER Is 


如 人 TY 下 是 解 。 

1-2 -MEREK 3 的 细 操 中 点 如 图 P,11-2 所 示 。 设 细 强 的 张力 明了 ， 
SR XE E E) o ED AR TY E 

11-38  HIP.1J1-3Bpom 2g Fe TrlAkB)ICLO E 4B3M 2x». R ^ BEBE 
rg mE. — AH XSDEJEDSHBIEYTG E E Ao, AMIER dm Im 
Him Wim AR. 


n 2 
| Xo 
| d 
dA o 
Ej P.11-2 图 P.11-3 


11-4 RR A 0 Sr Ri BE d a E ER XR OSERUis mHdk-LTIRÓ. [BD HE 是 由 图 
P.11-zrB B3 B AA ES PET AE B. 

11-5. ARRAES RAAE p. BRETEN H]. GE 
长 汶 上， 如 图 了 .11-5 所 未 ， 求 其 运动 微分 方程 。 

Ti-6 £k JG JE REC UGUD ER EREEHUdHODdpvuik. GIBASZMAE Hose U CO. £5. 
^ Brzz 5 BS iir EE BS p ie S ta 

li-7 Hf REEIli-GdT RU C2 XP x AiE MA TF A FESR RS 3 
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11-10 


11-11 


11-12 


11-318 


E] P.1:-4 El P.11-5 


nar dax 
ead 


F v^ 3cE -U 
( 记 和 全， 教材 中 的 无 晤 对 单位 质量 面 言 。) 


TP Hon WRA EO ELS (00 20 8825 Hg. DR EX UE ARE 


cx xu ET EPA RR UP Ue HH TEE ZR TE P RATER E, 
AEEETEduRGITRBJESEEYAG AF 

X -cosmÉ-rsin2x? 
güxcy-sk 并 给 制 一 相 平 而 图 。 
R FPP JE A- E 

xd 250,£-c-07x-0 
ERTEAN {F JER vs y/o. 和 和 x irma 
An — E S) S GERE AT E E E EE 


UC) = + ; cos B 


Wü iE Np e dy p ex AE ESSE Esa IIESRHITDUIBSTS BROXEOL. AH 


TH rg E; El 11, 5-2xE fT IE $6, 


a E M BEAL (x3 -8-2cos nx/4, WE =6,7,8,10,12,4 3] n E f] 


PIAH F ré 7E, 2x 3T 39) xx 25 h £; hn] BA b ie - 
ARR A TÉLÉ E R HE I5] 9E 
£-5bx—-y 


y-2x-28y 


11-14 ck Ei11-121p7p Winpiikhqgéit, ok Woded&Eutübs Bx FAE A 


401 
& = Xi 
H= A 
11-15 当 A4,/2: 0, 58:812,0R].. 4b aiaa RR 11-14 r1 5s " A8 HRCE IRE R a 
11-18 fr&SI1-133M. ?4 2,/A.2 — 2.0W[, ER y xx 的 轴线 。 
11-17 如 开题 11-14 中 的 31 和 4s Ee Ext — x xcGB. upHjfEs,. o EA n 


DARASA 
dvv — ntau 
du qu- BU 
11-18 H 2p $k u= P cos 9AN vsp sin o x iE ALL-IP pH Pom 73 A 
E | 
D a 
p 7g f 
R A- xq r $2 S6 I — S ENEL ER 
p =g hto 


11-49 在 和 %， vYA A AE aE P.11-190 R. RA T TR A T? HJ 
JE PIR EE &-7 ^1 [8] P H BJ PLEX. 


上 


» 


r— a —XiGk[ 


OW 


EJP. 11-19 HIP,11-20 


11-20 图 PP.11-20 所 示 为 一 过 阻尼 系统 ED PA e Eu BHO GI 
Fak. PIETE A HGE E-A E P ih H E o 
11-21 证 明 下 列 亨 程 
| dy | -x-y 


dx — xc39 
QUACAE x* + 2xy + 3y? 2 C, iKfRAE-— MEE]. R A R 是 从 
X. y SET. RE RA AINE EBE gpt h ERN a ag ei 488p 。 


£02 


1-22 
11-23 


YTi-24 


11-25 
11-26 


11-27 


11-28 


11-293 
11-30 
11-41 


11-32 


U 8H — Ei aR TE à Ah A Fi PI T R JV S E o 
t P 3g; a k 


dy —— 1 
Ad. 79 a 


研究 下 列 非 线性 方程 
+ ax + ux’ =N 
UY iey dO (VES GRY =r DXRZTTRHIPUSMAE 
y4 oxi y iust = 2E 
M y-0,. x=Arf, E H h F x gin E A EA EESI 
va RES 
eV CE —U(Qx3 
题 11-24 中 的 等 倩 鲁 每 什么 了 
£x 3T. BE AR AT FE AI d 2x 
r—Hyg(Ql-x*)-x-0 
as p= 2,0 AM dy/dx-20. 一 1 政工 时 。 
EIE RUE QUERER OMIEUECI PA ES 
Tig Cr+ Èx + x =Ò 
在 相 平 面 中 以 增 量 法 形式 宕 达 上 述 方程 式 。 
给 题 11-27 中 方程 式 以 下列 效 值 . 
& E 


一 d 3 


D = 
" o m 


当初 始 笨 性交 (0) 24.0, xD = RJ. MARE HF Ro 
JH H5 ER 2328 ay nt RE EAA R A o0 = 60M Am 70, 
3E 11-29 A E 5 8] 89 20: 43 2E VE X e HD RET IRE. 
RAM E EE ES BEL FL EIS ET rd 3m ir yim uH E n E A F 

y+ Ox + seni) =Ù 
AP ro ERCE RA D. SrAERb sen ERES. Ha 
HE sgen Go d$, 
Y ERTH Du 10 MEE i. 
一 带 库 它 阻 尼 的 又 统 具 有 下 列 数 值 ， t= 3,60 磅 /区 和 寸 ; m -—-0.10$9- 
种 英寸"!; &-0.20, MAA X600 = 20”. x00 = 0 时 的 
p.25. | 


11-33 
11-84 
11-85 


11-36 
T1-87 


11-38 
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Wie ANAHE T Ai NE E JE AIH S Im Et 355p BS pc HH. 
XE EEDBISES- MERI DIETE EDI A CU IEREHÍIBUE. 
E SUE CM US EREE A E sIÉGKO HD: SEG. TEHUTEÉP11,5-2 U1E 
$i £R Ry TE IR ME HU XE A Ex ARSA, qum JLA ur dope ze SEE. 
Hi RPR EX TA Ct FE G BRL JELUSE DICE Ur E x B6 nj El. 
AR A O ums A un yi 11.8-8) WEDT — Np 27r Bà 
Aq 

£O) "BOTE x*) 

AE = 
HALE £E HL, MArso, y= -0.05 Fi. WEED WS By "e. B 
dt=0,20. 
THESE GEGPE£EIECBRRHmNISSBtAG!quRN B, AE p tE k BR WE 
Bum JI. BOE 11-37 [ RES RSS x DX £ Du E REO HB SR. 


11-88 1E; A (1,8-8) Hh, 25 g) =e WAO xy 时 ， 式 中 5c 和 下 都 是 常 


11-40 


11-4] 


11-42 


11-43 
11-44 


11-45 


11-46 


E, urH]3RAED EDO) Rug 


Yc-ErSc-XxÉRCLO 


pl 8-0 sino, imi&zhikREHD T EB. HDOHRv HR ÉEGHD OUR 


竹中 网 前 两 项 。 
Mid ieai. (E AJETE A Ar Ay qom gy ax EI e 
X*jbe— iE AER. AEL, 10-7) tE e uo 

+ lä5x +r 10X + x? = 5cos(o£ + y) 
B JBUE—CHM83exIpoe"cRÉET, Aa MAAS 01,1071 pA io 
为 两 数 的 曲线 。 
KALERA m OS o (EE, 
E ERIEIIXGÉG Gus. ung] P.ll-44AE Ton 2 证 明 该 单 担 的 运动 
方程 是 


Ó ($ — 2 - coszet ) sin 8-D | 
当 eji A iiEG UH. RELL- p a, qx gm Ww p 


E AEREE LERRET 
确定 图 P.11-46 所 示 35 5E IP RE SI 3E P HB 3888 JL TER LOROE HO n d 
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PRI. x00 20, vi = A, 


m 
7 i 
Ej P.11—-44 E] P.11-16 
11-47 图 P.11-47 DET H — d SEE XE DX BE REHATI o PIRETI E E PL E BE 
A 2j 8811-4, 
Fix] 
+ OY 
x 
Xo|*o 


-1IDOV 


f] P.11-47 
$ 3 x HÀ 
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附 SK 


A. 复数 代数 


复数 z=a+ 纪 可 以 由 图 4-1 的 矢量 图 来 图 解 表 未 ， 图 中 的 水 
平 轴 代 表 实 部 ， 垂 直 轴 代表 虚 部 。 数 人 4 = varrb” XR OU oc 的 
B mf o PRA B S8 Hi o 


图 A-] Edc HEB 
复 量 * 也 可 以 用 欧 拉 方程 


E * = cosg + ising (12? 
ERARE TÆ, 2 的 另 一 种 表达 式 为 ! 
s = Aei 一 【deosB] 一 Tsinp) (2) 


YTRA RS, MRA 6 线性 正比 于 时 间 # 的 这 种 情况 万 
为 重要 也 即 #8=w%t， 其 中 名 为 和 角 速 率 ， 它 也 为 常数 。 于 是 ， 复 
E: RZJ. FLiX-23e284— T 3H Ei 
m z = Adet” = Acos?) + + Asing) (35 
Ba OR ELSE IB e ZB o UB AE ER ATBYIBI FE SIBI RS SEEN, 
ERJA dé EE (87 dj £I Hp eR IE R E SEE, BH 


ws) xoi 


| WI" 
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Acos = Rez ( 4) 
t ÁSinB = is (5) 

fH R4 o G PET A aate H, AAN 
z, = de '* — (cas) — £CAsine» (6) 


FÆ, exa duty E H zct o H aA THU E BRL 
2, AKA 


Res 1 Gu zt ) = dcos (T? 
[IR] TÉ. HAA IIa SUB 
Iz= -- Gi - rt } = tAsing (82) 


这 些 运 算 图 示 于 图 .4-3 
为 了 将 两 个 不 同 的 相 量 相 训 ， 第 一 个 相 量 应 该 以 尝 一 个 相 量 
HAEE, E 2 iue, zx due (oit vy 3 如 图 4-4 Bros, $F zi 
解 为 平行 于 a MEAT n 的 两 个 分 量 如 下 : 
gy = Agite — (Acosh + tArsingd) ei®! ( 9) 
EE E 
zc so = CLA, + dcos) + :20d,sindó? Je*"* 
= Agt 0*7) a (Aer ert (10) 
式 中 
As= y CÁ, + Acos t (Aing)? 
Asing 
A, + Acosh 
AARRE ARAM, —- HER Aa TI AAR 
(9,—09,) HARE. Bb. WAHRAN ANE 
Aetat Ayeta. 
将 在 《4 + AD W- 4D I dc Ze e V. 
引用 复数 以 指数 形式 的 乘 、 除 各 乘 方 法 则 ， 可 以 得 到 相 量 的 
其 他 运算 方法 。 这 些 运 算 方 法 概括 如 下 : 


之 ] 一 Aeta 


tang = 


49a 


peru S4 SUEEECA? iF 图 
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图 4-a pir SII 


Za = Apg a 


5 E 
zuz.— dg) (fitt ab (11? 
Ži 2 i aiir ba) 12 
s d. * (12) 


ATO 


(21) = A Te?" (13) 
gi/" = A gi8fn C142 


B. reM E RIT 


EM BJ (DJ tHE, H £0, M €£0mREE 
CETS ZUORUPL E SAER: EA 


Fads | e f Dit se fo (1) 


式 中 ，s AET ROERÉ (tE sSiooümppm]pep]g £ 的 绝 

对 可 积 函 数 ， 那 末 对 于 5 ATEMA, RHEE. 

[全 19 B (EOF tooo 时 为 一 常数 5， 则 它 的 拉 氏 变换 为 
gre | ce7ttdt - --e =E 

EZET KOóS)L0, 

CH 2I RJ et, CEMRE Ana MRa. $ 


wu = + du = di 
=S} 

dv= e" di p= -É 
5 

HHEH 
"I em P 
Sim |+ 229] edis i. R(s)0 
. 号 5 1 5 


导数 的 技 氏 变换 EZ J= FOSOTETE,sRR f CEDXXESE, 
则 当主 一 入 时， JF OAF a RFH (= df /dt 的 
he dE dm 
ef'üb-sftso- ft0» (2) 
上 述 关 系 式 可 用 分 部 积分 法 求 得 


Í eC Odisea | + Af egoa 


= - fio -sf( S ) 
EHF” SRF EE dA n] 3x zx 


gf f" () «s f (5) —-sftm - f'co (3) 
[ADAE E: 
iA BI TEPEEE etx (D Bg Br GE dh. 


S e" gii) = N eCe yit) Jdi = [e (5—5) !w CO) di 
E Lu 


从 上 式 我 们 得 到 


e etix()-xs-— a) ( 4) 
A, s= xs), Bb. x) A e" 使 变换 移 过 和， 和 可 
以 是 任意 实数 或 复数 。 
党 微分 方程 的 变换 
试 研究 微分 方程 
mye teck t k= FOOD (5) 
E E dz IK RE B Ag 
mEes? X (5) —sx(0) —x(0)12— cs X (s) — yi0) J+ k X (s) 
= F(s) 
改写 为 


上 上 或 称 为 微分 方程 的 输 助 方程 。 响 应 % (IO 由 反 蛮 换 求 得 。 千 一 
Iüiecn WniH av, TEC ONDXe BU 18 RF S E gs BY. 
EAE BU TEROL 下， 辅助 方程 可 以 号 成 如 下 形式 


*X(s)c- aO (T7) 
XI LOS ORIBCSO EH. BOsOBIBEERE— EATA, 
HAERA 
若 辅 助 方程 为 
P. 5 )-— ALS) 


(S 


ARAB OTUDA n ARE CRD 四 前 因子 的 情况 ， 
BS) = (s— d) (8 — ad) e (8 — d) 


£12 


于 是 ， 辅助 方程 可 展开 为 下 列 部 分 分 式 
一 ACS) Ci Cs C. 
v 68) BOY S — i + S — à MM S— üp 
为 了 确定 常数 Ci 我 们 将 上 述 方程 的 两 按 各 e E- a), 
Fe s-a, 于是， 有 边 各 项 除 Cs 外 都 为 条， 我 们 网 得 到 
C= lim (s 一 dj) Bs) (9) 


È 


(8) 


Ej e4c'Cu (Gad Cet. BREL NX €8 OB 30URE 300A IO 
MP O ACS) au. 
Ct) LL lim (8 — a4) 3657 (107 
注意 到 


k 


B) zig— aa) D, S} 
B'(s) = (s— a, Pie + Bits) 
lim" is) = T Can) 


did a: 


XHBl[XGc-aDAG»/BG) = AB), BrEl, ERWA 
x, i EX BI ER EH CUBO AS 


x( £ ) = + dia gT {11i}? 


kzl Eiaa) 
具有 高 阶 极点 的 变换 
若 辅 助 方程 


的 BOO 中 有 一 个 因子 重复 包 次 ， 我 们 就 说 x Go 具有 一 个 机 BE 
点 。 候 设 有 一 个 空 阶 极点 存在 于 e. 网 已 (sy 将 具有 下 列 形式 

可 人) 一 
于 是 ，xts) 的 部 分 分 式 展开 式 成 为 


417 


a Ca Cs "m 
(S — d4) * (S — Aa) (S — d4) M 12) 
DPD AIEA s-an”, Hes = 4, HEB xi EC 


(s— a" x(Gc) 2 Cu x (5—8) Cat e 


m 
十 (S— 4412" 1C, + 6374) (c, 十 "= 


(S — a4) 
Cui = Cts— apris) hos, (13) 
将 〈s 一 Go xftS TER s R, Hessa, MIRRA Cn 
Cia = ( —6- a ECS) J := (14) 


Hk, mAs 
- 1 uu 
Cin? pa 13i [ ca; 
HEREC Cs 等 等 可 控 上 他 单 要 点 方法 求 得 。 
由 于 使 用 移 位 定理 


(s — e" zs) | (15) 


gm l oU lat 
(s — a)" o — 121 
xes) DESEE 
lc. 87 uc £t s Tota t 
x&) =| Cn TUPEST TC; mor T le: 4 
+ Cag’ e Cup" siae (162 


R E SEAT HR HIULAFBAIEESEBudEENIENTÓI. Fog 
e UT BEBE ES HN. xx xU, a H TAE dir EN 
HE$R. AD, 
pup: 

£4 ED = FO) 
mi 
T = os) 


fis f (i) 
C1) t SL =E PIERR., te 时 
1 
C2 P u(E)— E RRT E e, tm Od 
. MEME i 
C35 $n (m1, he) "tni 
2 
(42 sba gat 
A P 
C8) Thi gjë te- a 
PI isse. do) le 
(5) a C12 
1 1 
(TJ "aj PE C +) 
MEMO i B 
(8) sista) PE) {eT l aL gtl} 
一 
(9) spa COS at 
- 
(10) Pr coshat 
H ri 
(11) Ua "EVE. 
(12) ir 2 sinh ai. 
i —EEMME 1 
(13) ECETES] a7 tl—cosat) 
i 1 | 
(14) s*(s? a?) "as UM sinat) 
] 1 _ 
(15) Ti pat} pa (Sinet-atcosat) 
"MC 
Q8) Giraryr 7g sinat 
I „r f u nui 
{17} TIETOL te05 at 
(18) : 


1 ] MERI 
&£*-F25o0,s-rà, * Daw lti E Ev. sind...) T at inia 


$ xxm 


Thomson, W, T, Laplace Transformation, 2nd Ed. Englewood Cliffs, N., J.: 
Prentice-Hall, Inc, 1960, 


C. TRAER 


工行 列 式 
一 个 二 阶 行 列 式 及 其 狐 值 计算 由 下 列 的 符号 和 运算 所 定义 
= Z b I ad te 
€ d | 


—^r * MAIRA ^? fpHb n 5j, JS T SnAdLTURBIDIE, 
采用 下 列 符 号 


Aui Aut nnn 
余子 式 
D E TEE ER "E 是 一 个 由 原 行列 式 划 去 第 1 行 和 第 3 
列 后 扫 构 成 的 行列 式 。 
FAF MERATE) 
353 si RRT AFI Dy PRSE XL 
Cis C D'*M,, 
CHI 三 阶 行 殉 式 为 


2 1 9 
4 2 1 
2 Ü 3 


an = 4 的 余子 式 为 
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2 1 8 
4 2 1. 的 Ma= ”| = 3 
i2 9 8 3 

它 的 余 因 子 式 为 


Ca = (1) 3= 一 3 
行列 式 的 展开 
行列 式 按 任 一 行 或 任 一 列 的 余 因 子 晨 开 司 , 它 的 阶 数 降 一 阶 。 
Cf ERTA HR AENA TF 
| 


2 1 5 | 
D=i4 2 1|-i(-Dr145 工 +20-1)8+2|2 dh 
l 0 3 2 

+0f 一 1)ata | 3 
= —10—8- -18 
行列 式 的 性 质 


指出 行列 式 的 下 述 性 质 ， 但 不 作证 明 。 

‘(12 行列 式 的 任何 两 列 或 两 行 互 换 后 ,行列 式 的 符号 
B AE. 

(25 POHARA ATAMI., MEMBR 

(309 fT AT PEE RE £3 EXEE BI — 9436 — 39x, Angp5j— 
行 或 男 一 列 ， 则 它 的 值 不 变 。 
I E E 
E AHER m 34S Hc: ELER A ERE o (3 1 


Æ Ga o iq. — dj, 


是 一 个 3 x EE., 
ZU 方 阵 十 一 种 行 数 和 列 数 相等 的 年 阵 。 它 属于 x "BE, 


£17 
或 #4 阶 和 矩阵 。 
atiet AAR CAREER T o h A PET H Rae 
Wido, MERZ ARHREE., PAN 
a 1 3 1 
A=|1 5 O0 X ER 
3 0 1^ 
XE FERARI AMEA, HF EREE 
Traced=2+5+1=8 
FA WREE RITIRATE, AREER TAERE, 
AUR 一 个 行星 ， 它 的 r=1。 
B= Ci, 6, bl 
AF PIE, Ens 
C = les 
CC, 
TER — TEAEPE XE LORS BU OUR D ER AR PE 


Ü= 
单位 和 矩阵 Hfi 


是 一 个 方 阵 ， 它 对 阴线 的 元 素 从 正二 攻 到 右 下 角 都 为 1， 
HERBACEA Fo 
对 角形 经 阵 只 存在 沿 对 和 角 线 上 的 元 素 Go MHE m 3& WV 
HID PE BI 298) PR OB EE 


jen 0 9 


Ca;;1- !0 og Ü 
| g Ü ay 


WEE EE ARRES AITA RM. Dn 
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/ fa y: 

e à Ly 

A= | it 12 «| A = | Æ oz 
leg. a a | 


31] E IP] E EE AR EE 22 7 Ej 


HU 
X= xx X = CXXX] 
| As | 
PTA 4BERABUGRCPSAM: 是 由 原 抵 阵 的 行列 式 中 划 去 第 了 13 
和 第 3 列 后 所 构成 的 行列 式 。 
i Gi. fiş 


ie — A= |in üy as 


Hy la Aja 
| ,| — "ys 
加 | BT Gs, IT BAM 1 一 
| g fgs 
. daj Hga za 


余 因 子 SBEDECGUÓTGETPBIATGIXO- D Mij MAER] 
Ci = (— DHM a= — Maa 

ERLAR JR ARTERE A RATER R EAER d 

A RS zR B T 38 [e 2g 


Cu Cis Cis 
[CJ 一 Cai Cas Css 
Cat Css Ca 


y 
[Cu Cu Car 
adj A= PERIERE A EC, = 0C 422 Ci Ca Cas 
Cu Ca Ca) 
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XER PEARES 4 一 满足 下 述 关 系 趣 


AU AS AAT 1 
EREE —"PRGETRÓABEE AWE TERRA 
ÁA'ÀA-dA' = 1 


MARR E X hb" DL. XDPIEARABERA = A, 

M 4E pE Ry iA E 

加 法 ”具有 同样 行 数 和 列 数 的 两 个 矩阵 可 以 相 加 ， 即 相应 元 到 
Tg n. 

[993 


E 3 JEJE 0 NE (3 3 | 
4 1 i1 ^1 -2 -3 5 -1 -2 
XO gu ERE ACRI B ERTSIECELS 53 — d MSEE C. 

AB=C 


C 的 元 素 Ci: R PF AIRM HA RISE e TIARAA B HIR Irn 
$3 $1. 


C. 4 — 之 I 


C0) 3 


1 2 | 3 =] 
E 1 1|/2 9 | 5 0 
AB- 1 2 2|lo 1|=|s oļ=c 
lao: ss af dno: 
Hp C447 1X 2-2X 0-2x 3-8 


BR. ARSA DAE T BATIO £X bé. PIER i EE n H 
RA, REESE KABABA, 
用 一 个 列 阵 右 乘 一 个 矩阵 ， 其 结果 为 一 个 询 阵 。 


420 
CB 
1 1 31 1 6 

1 65 aM 

(2 1 s 1 2] ul 


Hp GE-—^4- AME RU SEESRBIEO 至 乘 一 个 点 阵 ， 其 结果 为 一 
个 行 阵 。 


Ep 
1 1 1 
c1 3 223|1 5 2|-L8 18 13) 
2 1 8 
SEBLAB = CHER ERE EROR C! = B'A 
C 例 3 
设 4-|! :| p- 2 1 
2 3 1 1 
C-4p. 3 2 canam | jj 2 =| 7 
7 5 1 1/11 3 2 51 


EREE o Ut TESB 


112031 十 Ais t Eq Xy = Ma 


GalX, 十 Gua Xa 十 ArT = Va CI 
saa 十 gako F fgata — "Va 
ER UU x ERE XXE zn 2 
AX —Y (2 
MAE AER, RITE 05 
X = AY (3) 


4819] EA FE AIT REREH Jul gf E A s HS EA 


1 | 
^17 7141 | E22 Ajy 


| Ys 32 Cas 


一 NI CyiCu t YC ai t 和 gp 人 si 
T, 中， ! 过 为 系数 虐 阵 A 的 行列 式 ， Cri, Car 利 Ca 为 HILA 


11, 21, $03189|A4 [ESAE P. EE y PA AE SES 09d $828 — 
A, 我 们 也 同样 能 写 出 T Fi Fa Bg 3e dh Ike 于 是 ， S 7 - fie n) L5 


jk 3 P 535 EREJE X, 
Cir Car Cg (^ 
Ci; Ca 3 | (4) 


Cis Crs Cas Ys 


{%}= TT CC 42 (yo TT Cada 17} 
于 是 ， 与 方程 (3) 比较 ， 我 们 得 到 
DEP TEL EE ( 5) 


CAI REEE 


fy xo x E 
(a) HPE UITIUM Al 3 
(b) AEBISE EST 25 


2 1 2 
Afi = K =, Mi= f | = 1， 等 等 
Ce) ATE CO 10! "BRE ZR SUL TET Boss B1B: 
6 一 -—2 
(C;;d- 1—3 2 1 
Q ~i 1! 
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(d) PERERA RATER TERRE, BECI = EC jle 
T4, KEBER OA 


1 | 1 | 
A` = qqpadiA cu 5-1 2 -1 


6 —23 0 
à | 


一 之 1 
(e) 其 结果 可 以 校 核 如 下 


6 -3 0 i 1 i 
A7 As -1 2 —1 1 2 ] 
— 2 1 3j 3 
Q1 0 0, (1 0 0 
= 0 3 "|? ] 0 
.0 0 3) lo 0 1 


应 该 指出 ， 要 道 矩 阵 丰 在， 行列 式 14| 必定 不 为 零 。 
RER RERA AE 5) 提供 了 男 一 种 计算 行列 式 的 方法 。 用 


AEF (5) 
ni 77. " — 


于 古 我 们 得 到 表达 沁 
1417= Aadj A (6) 
IBS TENE 
不 作证 明 地 给 出 下 述 运 算 
CAB)'- B'A' 
(4+ B)'— A+ B' (79) 
ERJA ”如 末 
pa-p 


WIPE PAIE., IEGEABEEBUTISUSX SE Toi. WEA -opendB 


FE, hl 
PAP = D = P'AP HRAJE EP (8) 


WR A = 对称 年 孟 ， 则 
P'A-AP 


{ x1'4d-4[x) (9) 
EE L3 
—^r REEF nj URKE MERKA Uan ATTER 3 FARR 
2 4j =i) 
0 -3: 4 (RE 
t 2] 7| (cci eD 
3 -1 :一 5 
RETEN 
2 4 —1 
e oi 
I 2 | 092. 


C-(3 11 D-L-—53] 


c IRGOGBPEARDEXBEETUSOSUSOE GUI), af GD IR AMHR, 
EL R A ET ERE E — ERA TLE T 


S L^) .(4ít3t Bi») 
cipnlw!i sCíx)-Di») 


(el | 
ciple i H, |(CE- DGCF «DH 
NW 特征 商量 的 行列 式 


与 特征 值 A: 相应 的 等 征 疝 量 各; 可 以 从 特征 方程 的 任 俩 一 行 
的 全 因子 求 得 。 | 
DB RACA -AII 20 587 


(2,1 一 À;) Gg £15 X1 
| Ča (a3 一 Ag) s | i | =0 (1) 


ar dya Cass 一 À;) | Xart 


其 特征 方程 14 一 4;11 = 0 写成 行列 式 形式 为 


£24 


(41, 一 ÀD r Eis 
ET (G5, 一 Àz) Aaa x (2) 
: GE. Ga (44 — À,) 
将 行 烈 式 按 第 一 行 的 余 因 子 展开 为 
Ca — A) Ca + Cs + a ja = (32) 


其 次 ， 将 行列 式 的 第 一 行 四 第 二 行 代 替 ， 其 它 两 行 不 动 。 由 
于 琴行 相 同 ， 行 列 式 的 值 为 零 


Gs 1 Casa — Àj) Eh 3 
a 0 (255 — Àq) TE. -D (45 
G1 dan (54 — Ai) | 


再 接 第 一 行 的 余 因 子 展 开 ， 这 些 余 因子 与 上 个 行列 式 药 XX BET 
相同 。 


Gy, C, (s — ADD Ca. t+ agg 0 C5) 
最 后 ， 将 第 三 行 代 蔡 第 一 行 ， 并 接 此 行列 式 的 第 一 行 硅 开 
3] I. (aa 一 Àj) 
G3, Caza Ài) s  |=0 (6) 
31 Raz (Gag — A) 
BaCi E GC. t Cag — A,2 C40 (79) 
现在 可 以 将 方程 《3) (59 M (7) 组 台 于 一 个 单一 的 矩阵 方 
TÉ 内 
Ca — Àj) aa (1s Cii | 
| a, (os — Ài) (Es | [cs ) 一 (8) 
31 35 (Zas — Aj). 13 | 


比较 方程 《1 和 (8) 后 得 出 ， 特 征 向 量 环 ;可 用 出 和 = 的 特 
WEN TERI R AT Me. BAs FEE M E etA R T H AE r a 
AJ ATAR ATAR HART e 而 蜡 。 


X1 [En 
ra | d A 
Ng ? | Cis 
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il; nf ELI JB8 $8 — 1 i H3 RICE d fg — $3 5E 8 3E ARE T 
v Xxx ui 

XJ kB pe 2 TE 
CLA2UX-2(C) (1) 
HT ASRg XS XBIEEE Jc 3e B n] AERA CX J 
UX-L4A27(C€) 
ABS GA phi FED iite T JERE CAIR 39 的 必要 
TE. LX HSBIODÓ HI ELIO DOBLE TE ORARE s 
-BGEiESRTOE C TREBJAETR. KAE (1) 改换 成 
Crit(Xlb-iki (2) 
zi rp 《对 于 3x3 iB MED, 

1 £i 
Ü 1 Éz 
0 0 1 

3 —rHRUR PUB Roc AEAEE., BI 如 ， 假定 为 3x3 


JE ER 
l éis fig f Kl Ri 
r 1 Éag MEN 
D0 O0 1 ; ul 2 
上 述 方 竹中 的 { 到 元 圳 只 要 用 如 下 的 回 代 法 玖 可 以 求 得 


X. = ha s. Xd 


C2 J-— (3) 


Wot rT = 0.0 X. = Rr — baga 
Xi t fisa + Pita = kj, ee X= ki tows — bre 
Br, WR [全 J] 和 A} 鸭 已 知 ， 则 方程 (19 PRJ{X RH D 
MEFE. 
ATH ECTIA Aj, HA €20 Bgpytiese—— Tr bF—f£4 
JE XB E: 


€) Salvadoti and Baron, Numerical Methods $n Engineering, Englewood 
Cliils,N,J.:Prentice-Hail.lnc., 1852,pp.23-28. 


£z6 


las 


Ü 
Q 


I 


CLGJ0UTOÍX)P-CLO4dEkR 

必须 存在 如 下 关系 式 
LAJSLAJILT] 
{C=CLI{ES 

PEAEATEIE TJA i, RUM 


51 
(Lá Iz Éa 
E" 
TJ 
J) P dix pq TH, 


11. rs fig 
s, Gas Ga 
a Cag — haa 


, britis 
一 5. {ods Hag)  CEsibig T barboa) 
i bey (thotia t žag) (lyitig + tartos — taa) 


Ft,s 


bri 


^ i 
C4) = i baika + bga | 


Cs: Pagi] + E4585 十 Laake 


司 这 些 方程 中 的 元 素 相 等 ， 我 们 就 得 到 


"THEE 
daj = tal 
E3] = $al 


iz = jra 


153 一 LIT 
"PEECTITRETT) 


Gas Coal ag + tostes) 


dga = Csiba + Eaa) 
Aaa 一 Chiki t £32t23 + i33) 


Ci = fifi 


f — &12 
12 = 

bui 

i (tis 
1 rm 

3 dy 


bsg = 825 — dabiz 


Y 
fig 一 — Hm (os 一 T TP, 


Lag = Gas — bsitiz 


bag = fga bats — Pacis 


Gap 


CA) 


( 5) 


(6) 
C 1) 


| 


£27 


1 
£3 hoi + Du, = 。 ka= g Ca for) 


Ca = bgi Eau ARS + b. SR. an ka = 了 (es — kai, 一 barka) 
PE, ECLI, CTA {k} BAAREN ELI SEC A IR 
CCRC ATRA, WAE C125 WAR AEREA 23R 39513 
BE Ho 
D, HEPR RE gx A2 
RIE x — 38 25] 5] Ze B8 E. pa dcm dH B pz jo 25; EMR E. 


BE1S m SR - (1) 
为 了 确定 主 振 型 ， 把 如 下 形式 的 解 
YVR = ne (2) 
RAFE C10 得 方程 
SN Bsalx) =0 (3) 
P 


Pal = T E ecktC b qup To ps 
m = 单位 长 度 的 质量 密度 
1 > mi El 
O,- D EI mi =E nR RAR 
FIERA 6, CO MERRE o ICT uu Ng, HEEB 
杨 和 党 嘉 列 成 表格 ， 这 里 仅 提 供 其 摘要 。 


B x m 


Young, D. and R. P. Felgar Jr., Tobles of. Characierisric Functions Representing 
Mormul Modes oj. Vibration of a Beam. The University of Texas. Publication No. 
49|3, July 1, 1949. 


I, Eta BIDS 
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Led B. (B, Ond D 
1 4,7300 22,8132 1.000 
2 7.8532 61.6728 2.1555 
à 10,9956 120,9034 5.4039 


2. E Až- E hE 
E FH Xu E A ia EAI E G A E S mE D dopo 7E POP SESS 
"E. E hY- E BIS ZE TERRE a eA p] E i El edin HS B TE AE PA 
的 关系 如 下 。 
IEUE MIEUE NMUCL T mE. 


Oa - Pa 
Da = Da” 
Qu" 一 Pn 
eu 一 ch," 
3. Elikin- E B ae 
+ Pnt (Bab) " DOD! 
1 1,8751 3.51660 1.0000 
2 4,5041 22,0245 5.20669 
3 7,8548 81.5972 17.5475 
4, MRE- Et E 3 
9" Bal Bab) O4 / 01 
1 3,9266 15,4182 1.000 
2 1,0686 49.9645 2.2400 
à 10.2102 104.2477 6.7613 


5. B Hii- iae 
E 由 i-e e i e m E A E ML p EE Eq EE. 
"E. E Hime imn B RAE BEL 29r 53 D] 0398 — EZ T 319 38 A R E PR E 
的 关系 如 下 。 
自由 端 ~ 贸 接 端 ” 固 楼 端 - 贸 接 端 
Èn = En” 
pn 一 En” 


qu 


[l 


Pn” $n 
$4" = g 
来 1 特征 函数 及 其 导数 
BIA- E EAUR 

28 c URP 


0.00009) 
0.03358 
0.12545 


0.26237 
0.43126 


0,619219 
0.81459 
1.00546 


1.18í 68 
1.33419 


1.45545 
1.53362 
1.58271 


1.58271 
I.53962 


1.45545 
1.33419 
1.18158 


1.00546 
0.81459 


0.61939 
0.43176 
0.26237 


0.12545 
0.03358 


0.00000 


OEN) 
0.34324 
0.51624 


0.81256 
40.9545] 


1.02342 
1.02986 
0.97570 


0.57608 
0.72997 


0.54723 
0.33897 
0.11473 


—0.11478 
-— 1133827 


-— (054721 
— 0.72992 
— 0.37608 


— 097870 
— 1.02986 


一 ] 02342 
— 0.95451 
— {0.81950 


— 061624 
-0 34324 


TERS Bik 


z (0000 
1.62832 
1,25802 


0.89214 
0.516]5 


0.19545 
—0.12305 
— 0.41240 


— 0.66581 
— 0.87699 


—- ] 04050 
—].15202 
—]1.20854 


— 1.20854 
— 1.15202 


— 1.04050 
— 0.87099 
— 0.665] 


— 0.41240 
— Ü, 12305 


0.19545 
0.53615 
0.59214 


1.25802 
].62332 


2.00000 


— 1.91254 
—].84732 


—]1.748l4 
— 1.61250 
— 1.44017 


— 1.23296 
— (0.90457 


—0,77 30077 
—0,44611 
—(0(.15007 


0.15007 
0.44611 


0.73007 
0.99452 
1.23256 


1.44017 
1.61250 


1.74814 
1.84732 
1.91254 


1.934862 
1.94285 


1.96500 
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ar cmn IB —ÁÀ — QR" 1 IR. LRL LL 一 


0.00009 
0.05334 
6.3]214 


0.601058 
0.97602 


1.206074 
1.41005 
1.50485 


1.471357 
1.31314 


1.03457 
0.66150 
0.22751 


—0.22751 
— 0.566150 


-— 1.03437 
—1.31314 
— 1.47357 


— İ.20674 
— 0,72602 
— 0,51058 


—0.312]4 
— 9 08g 


t ] 


特 证 函数 及 其 导数 
DE MESES 
第 二 次 振 型 


2 
1.37202 
0.75356 


0.16713 
— 0.329723 


0.97427 


Gg. 790340 — 0.794509 
04847553 —— 1.11133 
0 10660 — 1.25991 


— 0.30736 
— 0.70319 


— 1.311064 
~ 1.20786 


--1.05271 — 0.98605 
|^ —1.30448 —0.62296 
—1.43728 —0.21508 
--1.43728 0.21508 
— 1.30448 0.62296 
—1.05271 0.56605 
— 0.70819 1.20786 
0.30736 1,32106 
0.10660 1.28991 
0.48755 1.11133 
0.79030 | 0.79450 | 
0.97427 0.35923 
1.00644 | -0,16713 
0.862926 — 0.75386 
0.52055 |  —137202 
0.00000 | — 2.00090 


— 2.001 55 
-— ].29205 
"= 1.93186 


— 1.78813 
~ 1,54652 


— 1.21002 
—.79651 
—0.33555 


0.13566 
0.57665 


0.94823 
1.21670 
1.35744 


].35744 
1.21670 


0.94323 
0.57665 
0.13566 


—0.33555 
— 0G. 79651 


—- 1,24002 
-—1.545523 
— 1.78813 


— 1.93186 
— 1.99205 


—2,00155 


d 


Q. 60000 
0,165510 
0.53804 


0.93720 
1.341 90 


1.50782 
1.42971 
E 1G719 


0,591986 
— 0.02445 


— 0.62837 
— 1.10739 
— 1,37174 


— 1.37174 
— 1.10739 


— 0.62837 
— 0.02445 
0.59186 


1.10719 
1.42971 


1,50782 
1.34190 
0.98720 


0.54804. 
0.16510 


y 


表 1 BEER ELE 
[E desi] [e 9E ERE 


B — X TRUE 


—0.46573 
— (0.98087 


— 1.32694 
—].43171 


—1.27099 
—0.87257 
—0.31031 


0.31031 
0.87257 


1.27629 
1.43171 
1.32594 


0.98087 
0.46573 


-—0.11050 
— 0.62245 
-- 0.95006 


— —— a — —-—ÁÀ—3———— 8 —— —— 


0.235189 


—0.45252 
— 0,99738 


— 1.28572 
— 1.28637 
— 1.01443 


—0.53145 
0.06438 


0.65569 
1.12747 
1.38852 


1.38852 
1.12747 


0.65569 
0.06438 
—40,53145 


— 1,0143 
— 1.28037 


— 1.28572 
—D.99735 
—0.45252 


0.28189 
1.12323 


2, 00000 
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—1.48447 
— 0.96698 


—0,33199 
0.32333 
0.88956 


].26880 
1.39529 


1,24912 
0.860926 
0,310669 


— 0.30569 
— 0.86096 


—f.24912 
—1.39529 
— 1,26880 


—D.88956 
— 0.32333 


0.33199 
0.95693 
1.48447 


1.52280 
1.97469 


1.99523 


4342 


OQ OUO) 
0.00552 
0.02168 


0.04784 . 


0.03340 


0.12774 
0.18024 
0.24030 


0.30730 
0.38055 


0,455777 
0.54408 
0.63301 


0, 72603 
(32262 


Q. 02277 
1.0245I 
1.12389 


1.21509 


1.34247. 


1.45026 
1:56016 
1.66085 


1.7;930 
1.88988 


2.00000 


xX2 特征 函数 下 其 导数 


[2] 85:384 - E Fb 3E RE 


第 一 次 振 型 


0.41236 
0.53400 


0.64692 
0.75167 
0,84832 


0.23696 
1.01771 


1.09070 
1.15612 
1.21418 


1.26512 
1:3092»4 


1.34685 
1.37834 
1.10410 


1.42459 
1.141031? 


1.45182 
1.45968 
1.46455 


1.46710' 
1.16305 


1.46819 


1.66985 
1.56016 


1.454096 
1.34247 
1.235300 


1.12889 
1.02451 


0.92227 
0.8226? 
0.72603 


0.653301 
0.544308 


0.45977 
0.38065 
0. 30739 


0.24030 
0.18024 


0.12774 
0.08340 
0.04784 


0.02168 
0.60552 


0.00000 


— 1.467149 


1.46455 
— 1.45968 


-~ f, 45142 
— 1.44032 
—1.42459 


—1.40410 
—1.37814 


— 1.34585 
— 1.30924 
—]1.26512 


—1.21418 
—].15612 


— 1.09070 
—1.01771 
—D,93696 


—D.84832 
—0.75167 


—0,64692 
—0.53400 
—0.41236 


—0, 28330 
—0. 14538 


0,00000 
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x2 SIEMEXKOE 


cuc mE: ES 
SB X de 
x , 1 d$, -1 d'a " L dhs 
一 ra^ -= C2 JL. $i 1 Jq5 1 ~ "5k 3 
i By dx Bs dx pi dx 
0.00 0.00000 Q.00000 2 KARKI — 2,036893 
0.04 0.03301 0.33952 1.61764 — 2.034831 
0.053 0.12305 0.60754. 1.23660 — 2,02097 
Qo. 12 0.25670 (0.80425 0. E6004 — 1.985940 
0.15 0.42070 0.23108 0.49251 — 1.92267 
0,20 0.60211 0.99020 Q.E 4007 — 1.82682 
0.24 0.78852 0,98502 —0,19123 —1.69625 
0.28 0.96827 0.92013 — 0.4475 —ł.5341 13 
0.32 1.130658 Q. 8201 36 —0 76419 -— 1.33373 
0.35 1.26626 0.63565 -- 0.99354 —31.10821 
Qo 40 1.366954 0.43094 — 1.17895 — Ü. 86040 
0.44 1.42619 0.19593 — 1.316060 —0,59748 
0.48 1.43020 —0.06012 — 1,40289 — 0.32772 
0.52 1.40289 — 0,12772 — 1,43920 —Q.06042 
0.56 1.31690 — 0.59748 . -- 1.42619 0,205931 
0.60 1.17895 — 0 556040 —1.36694 0,4 3094. 
0.64. 0.90334 — 1.10821 =- — L26626 0.63365 
0.68 0.76419 —1.33373 —[. 308 0.40136 
0.72 0,49475 — 1.53113 —(0.96877 0.92013 
0.76 0.19123 — 1.02543 -0.75852 0.98 S02 
0.80 —(. t A007 — 1.82682 — 0,60211 0.99070 
Q.B4 —0.49261t -—4.52267 —D.42070 0.93108 
Q.R8 — 0.86004 — 1.98590 —0. 25670 G. R04 78 
0.9? —1.23660 —2 02097 — 0.12305 0.60754 
0,56 —1.61764 — 2.03483 —0 03301 (, 33962 
— 2.00000 — 2.03693 0.00000 


0.00U00 
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表 2 TROERGMEEGUEE 


er ID. 
第 三 次 振 型 

x ,. lad . 3124. | Q. 0001 d 

= $a 而 一 而 一直 

t fa dx | By dx | Aj dx? 
0.00 0.00000 0.00000 2.00000 — 1.99845 
0.04 0.08839 0.52979 1.37287 — 1.98892 
0.08 0.31238 0,36367 0475558 — | —1.92871 
0.12 0.61120 1.00785 0.16974 — 1.78480 
0.16 0.92728 0.27665 —60.35563 — 1.54286 
0.20 1.20901 0.79394 — 0.78975 — 1.20575 
0.24 1.41376 0.49285 — 1.10515 —10.79124 
0.28 1.51056 0.11405 — 1.28189 — 0.32872 
0.32 1.48203 —0.29711 —1.31055 — 0.14479 
0.36 1.32534 —0.69422 — 1.19398 0.58908 
0.49 1.05185 — 1.03374 -— 0.94753 0.96533 
0.44 0.68568 —1.27881 —4. 50802 ], 24030 
0,48 0.26103 — 1.40247 —0.18130 1.39004 
0.52 —0.:8130 — 1.39004 0.26103 1.40247 
0.56 —10,59802 — 1.25030 0.68568 1.27881 
0.60 —0.94753 | —0.96533 1.05185 1.03374 
0.64 —].19398 | — 0.58908 1.32534 — | 0.69422 
0.68 — 1.31055 —0.14479 1.48203  : 0.29711 
0.72 —].28189 0.32872 1.51056 | — 0.11405 
0.76 — 1.10515 ! 0.79124 1.41376 —0 49285 

[| 
0.80 —0.78915 1.20575 1.20901 — 0.79394 
0.84 —0.35563 1.54236 0.92728 — 0,97665 
0.88 0.16974 1,78480 '" — 0.61120 — 1.00785 
0.92 0.75558 1.92871 0.31238 — 0,86367 
0,96 1.37287 1.94897 008829 — | — 0.52979 
| 
| 

2.00000 1.90845 | 0.00000 0.00000 
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X 5 TUERESUARN DA 


El HR p RR 
第 一 误 振 型 
- i dẹ, 
LM = £5 dx? 
上 
0.00000 —2.001 55 
0,023382 0.28944 1.68568 — 2.00031 
0.08834 0.52955 1.37202 — 1.99203 
0.18715 0.72055 1.06060 — 1.97079 
0.31214 0.56196 0.75386 — 1.9318} 
0.45574 0.95776 0.45486 —1.87177 
0.51058 1.006543 Q 16712 — 1.78812 
0.76058 1.01105 — 010554 — 1,67975 
0.22601 0.97427 —0.35923 — 1,54652 
1.07363 0.89540 — 0, 59009 — 1.35932 
1.20675 0.790929 — 0,793450 — 1.21002 
0.32032 0.65138 —0,.96918 -. 1.D! 128 
1.41006 0.48755 — 1,11133 —0.79652 
147245 0.30410 一 121835 -— — 0.58971 
1.50485 0.10661 —1.28992 —0),33555 
1.50550 — 0.05916 — 1.32402 — 0,02872 
1.47357 — 0.30736 —1,32106 0.13566 
1.40213 —0,51224 —].28180 0.36247 
1.31313 —0.70220 — 1.20786 0, 5T666 
1.18741 —0,88996 —].101557 0.77340 
1.03457 — 1.05270 — Ü, 96605 0.94523 
0.85705 — 1.13210 — (0.80507 i 9714 
0.66151 — 1.30448 —10.52255 1.21670 
Q,44974 — 1.388593 —ü 42455 I.30444 
(0,223757 — 1.43727 — 0.21507 | 1.35743 
0.00000 一 1 45420 


0.000017 1.37533 


a Hae AR | 


436 


0.0000] 
0.07241 
0.25958 


0.51697 
a. 80176 


1.07449 
1.30078 
1.45308 


E.51208 
1.40765 


1.31923 
1.07550 
0,75348 


0.37700 
— 0.02536 


—0.42268 
—0,78413 
— 1.081 58 


—— 1.29186 


— f. 39858 


— 1.39351 
—].27126 
— 1.059159 


—90.756765 
—D.394.06 


0, 00000 


A rere rp 


Hs 特征 钞 数 及 其 导数 


rbi Evi b poc 


zb ik fie 


0.81207 


U. 98325 
1.06785 


0.90088 
0.685415 
0,38242 


0.02894 
-0,34350 


—0.70122 
—r.0tf270 
—I.25090 


—1,39515 
— 1.43265 


—1.35944 
— 1.18058 
—D.909T72 


—1).56793 
— 0, E8205 


0.21752 
0,599723 
0.93288 


1.19208 
1.35625 


1.47251 


Q0 d$ 
2 Pi dx? 


2 OOUQUAD) 
1.43502 
(87658 


0.33937 
—1D.15633 


— 0.58802 
— 0.943412 
— 1.175673 


— 1.30380 
— 1.31065 


— 1.20092 
-- 0.98634 
—0.64H631 


— (0.52640 
0.06348 


0,4535 
0.80569 
1:02776 


1.30395 
1.40755 


1.40010 
1.25158 
I.065244 


0.73879 
0.39404 


0.00000 


nm oS 


—— — 


A ] d. 


00 [ge 


— 2, 00000 
— 1.99300 
— 1.94524 


-- 1,83960 
— 1.65333 


—1.35136 
— 1.05012 
— 0.6579 


—0.23724 
0.18649 


0.58236 
0,952349 
1.18364 


1.34442 
1.39438 


1.31056 
1.15276 
0.89319 


0.55537- 


0.17245 


-—(,22494 
-— 0.60506 
— 0.93159 


— ]. 19604 
— 1.35483 


— 1.415922 


kj BEL 
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xz 特征 西数 及 其 导数 


ASRR 
第 三 次 振 型 
201 dà, 24 dh . ld 
d $s r= f, dx $3 mm gi dx! Py um B1 dx* 
0.00000 0.00000 2.00000 — 2,00000 
0.14410 0.65020 1.18532 — 1.9796] 
0.48626 0.97168 0.39742 — 1.85535 
0.89584 (0.98593 —0.30845 -—1.57331 
1.25604 0.74D02 --D.86560 —1.13046 
1.47476 0.30725 —1.21523 —0.5667B 
1.49419 — 0.21934 —].32188 0.04683 
1,29652 —0,73864 —1.18195 0.62397 
0.90489 —1.15556 —0,82847 1.07934 
0,37703 —].39512 —0.32637 1.34445 
—0.20439 — 1.41364 (0.23807 1.37996 
—0.,74658 -—]1.20525 0.76897 1.18287 
—].16223 — 0.80234 1.17711 0.78746 
— 1.38422 — 0.26994 1.39441 0.26005 
—].37687 0.30522 1.38344 —0,31179 
— 1.14124 0.82907 1.14631 —0,83344 
—0.71844 1.21582 0.72134 —1.21871 
—0,17628 1.40210 0.1782] — 1.40403 
0.39519 1.35742 —0.39391 —1.35870 
0,001488 1.08924 — 0.90103 —1.09010 
1.26035 0.64175 — 1.25980 — 0.54233 
1.41169 0.08860 —1.41124 — 0.08900 
1.33072 — 0.47919 —1.33049 0.47891 
1.03098 — 0,096820 — 1.03085 0.56800 
0.56168 — 1.29798 —0.56162 1.29782 
0.00000 — 1.41429 0.00000 1.51414 


omn 一 一 一 -一 


Ca 


E. 气动 界限 的 规定 
振动 的 规定 带 基 于 谐 运 动 。 
X — i 

qd. EE AIER a AE R Ok dU HESPERIA EF 
ER Io 

ka= PEA 

i ra= — 4mT^f?x,— — 2 

xx Hb JJ EAE FAEN G. A UERN RE 

lnx, = lnx, + in2z f 

lnx, = — ling, — inz f 
4 xoc 常数 时 ，Inp 如 对 In2rr 的 曲线 是 一 条 直 钱 ， 甚 斜率 等 于 
+l $3 = 常数 时 ，1D 如 对 In2Tf 的 曲线 也 是 一 条 直线 ， 其 斜率 
A -1e. iXSeHhzXoR T E E-I. HLEHTÉE HIT MOS 8-0B8g A Hu. XH 
RETRAI, RAM x€ E 108, EARRA 5 和 500 
周 / 秘 ， 位 移 上 限 为 0.30 英 寸 。 
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= 


Vr ENT RR x dae PER E tote HIF hore BS E Te 
PAP RE E e NA: 447. MIS SNR 42 GET RR a RRE 

t P SS: GM SA PS APLE NSN ZA IA RT RSTAS 2014. DN NAT 
UTROSQUE IE 
| ORKAAN K AROR LE E ^ pr LS 
AZ ASI. PA NS NN ( x X N 

p x. rE eiT A r W i" T "Y YT 

NO K, 
[NEREK X ANE LX A INRE N GA XL A 号 
del ne A HELGA es TH ENS Ei XT PS qi ze e V fi 
VER FER AS LE CR CLE rp AR CAR 2252 8 20 954 202A REEF LEE LEER Mr |. 
et mE RE "ERAN T Y CA RR CS ALS DPA RS ESSI S SCR 
Xl ep LEISURE S SLAP KT E DES NINE: 
BRA SNNT CASS 2128 BS BAIA PASIA 
A RRA KKR K LAT NRA 

, | | FR " x ERAN A^ / 下 UN a ki 1 rE AA DENN 
pe MATES S p SESSION SZ RON ZAAN 
PNA WN OAE? NE 7 Y 
EM NN AC NS KA DN T 4 
SEEK ANEKA 人 ARER X do 
EE a Um ANA N ERE CR i E Fa n. Era WEN F CURIE rra. , Lok n — Mem T 
WEIT TAX | We NAM i | A Et CC CE RC RR 
EU Rn. quM 20 FÉ, NN CIR £4 a 9 WI CV ACUIE D; Fo Fa t a iP uM AE C CM 
ALI MIEN AN TA TUNER. 2 5474 2a QA CN CIC ts E ELEC NC FANDEN ORC TAIN 
SP C MA PS A i i yr NP INI V dM A A N: 
PAIA SS NN TALIA CUR SNNN A64 EN BA RNDR T SNNT 
LAG EISA IS SC ah SERA A So SENKT | SS 
| I cep V NARRE IAS PER EE ABT EN zo 
RIX AN MA Seed A ; DN \ SS 
CN id 

PREKA A Nhs eS A NSA ATA 

PEE S RR 一 下 

PEE SES eS oS SEPA Me eR ] : 
ed EN 5: 

I EAT B SSNN SU MR A SSSN 29 KG dod 

! CKDICL Rad A > 

! SALE] e] S SETA RES RR K S Pm 

i CR 区 

X MO MSS NI, 

| LESSER A AM T SSH NX AL SEEK LX A 
e z T= m 
S ~ E 


(GR EX) XE 


XXE] 


图 E-l 
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习题 答案 


fnaxr 三 站 ,38 英寸/ 种 

Ymar = 3514 Pk 

YXmax-2.863ro], T 20.1075, Fmax =1130%4/p" 
gl 5g9.9041585; 

R=5.76, 0=13°20 

eiB za4/rz(sino£-- 1/3sin3o/-- 1/5sin5o£ + ---) 


s 21/2 4/z* (coso,! + 1/3*cos3o f+ 1/5"? cosbso tt t se 


AP o m]D;-2x 
Wai -—.1/2 
-1/3 


b, t ü — COS ARNTY, Ap = —i sinėnm, mac 
Hm y 

5.6283 ^$b 

0,1505 


seh MEN: 
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